
 

 

 

ا -۲ ه م ت ي ر و گ ل ا ل ي ل ح ت
آن در اين بخش به تعريف نمادهای مجانبی مورد نياز در تحليـل الگوريتمهـا و بيـان چنـد قضـيه قضـيه در مـورد                           

ی -۱-۲ .ميپردازيم ب ن ا ج م ی ا ه د ا م ن
nر ي همه مقادي وجود داشته باشند که براon ثابت  وc اگر و فقط اگر ثابت  f(n)∈O(g(n)):فيتعر n≥ o داشته ،

 .ميباش

)()(:0 ngcnfnn ≤≥∀ 

): فيتعر ) ( )f n g n ∈Ω  اگر و فقط اگر ثابت cح ي ثابت صح وonوجود داشته باشد که : 

 
)()(:0 ngcnfnn ≥≥∀ 

)تم به   يک الگور ين تعداد اعمال لازم جهت      ييران پا ن صورت ک  يدر ا  )c g n  ن صـورت   يو بد . ده است ي محدود گرد

):  شوديخوانده م )f nبزرگ ي اُمگا ( )g nاست . 

): فيتعر ) ( )f n g nθ  ∈       1ي اگر و فقط اگر ثابتهاc 2 وc   حي و ثابت صحon      ي که بـرا ي وجود داشته باشد به گونه ا 

onnريهمه مقاد  .مي داشته باش≤

 
)()()(: 210 ngcnfngcnn ≤≤≥∀ 

 ):١(قضيه 
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١٠   تحليل الگوريتمها

 ):٣(قضيه 





Ω=
=

⇔Θ=
))(()(

))(()(
))(()(

ngnf

ngOnf
ngnf 

 

n وجود داشته باشند که براي همه مقادير on و ثابت c اگر و فقط اگر ثابت  f(n)∈o(g(n)):تعريف n≥ o  داشـته ،

 :مباشي

|)(|.|)(|:0 ngcnfnn <≥∀  

 : تعريف کرد را ميتوان به گونه ديگری نيزoنماد 

0
)(

)(
lim))(()( =⇔= ∞→ ng

nf
ngnf nο  

 :مثال

)(
log

n
n

n ο=  

 

 

n وجود داشته باشند که براي همه مقادير on و ثابت c اگر و فقط اگر ثابت  f(n)∈ω(g(n)):تعريف n≥ o  داشـته ،

 :مباشي

|)(|.|)(|:0 ngcnfnn >≥∀  

 : را ميتوان به گونه ديگری نيز تعريف کردωنماد 

∞=⇔= ∞→ )(

)(
lim))(()(

ng

nf
ngnf nω  

 

 : ميتوان بصورت زير بيان کردb و a را با دو عدد حقيقی g و fمقايسه نمادهای مجانبی دو تابع : نکته
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١١   تحليل الگوريتمها

 

م -۲-۲  ت ي ر و گ ل ا ط س و ت م ت ل ا ح ل ي ل ح ت
.  و بهتـرين حالـت الگـوريتم ميباشـد    تحليل حالت متوسط يک الگوريتم دارای اهميت بيشتری نسبت بدترين حالت 

يـک   نشان دهيم آنگاه     A(n) ورودی را در حالت متوسط با        nاگر تعداد تکرار يک دستورالعمل در يک الگوريتم با          

 :رابطه ساده جهت بدست آوردن حالت متوسط بصورت زير ميباشد

∑
∈

=
Si

iFiPnA )().()( 

 تعداد تکـرار دسـتور مـورد نظـر در         F(i) ام و    i دادن حالت     احتمال رخ  P(i) مجموعه حالات ممکنه،     Sکه در آن    

 . ام ميباشدiحالت 

 :را در برنامه زير بدست آوريد) *(متوسط تعداد تكرار دستورالعمل : مثال

Procedure   max (A,n,j) 
      j� 1 
     for  i�2   to  n   do 
               if   A(i) > A(j)    then 
                        j�i           (*) 
               endif 
      repeat 
end. 

 : در نظر ميگيريم و لذاAn را بطور متوسط برابر با  تايي nدر يك آرايه * تعداد تكرار دستور

 0 1nA n≤ < − 
 . آرايه باشدی در اين زيربرنامه در صورتي صفر است كه بزرگترين عنصر در ابتدا(*)تعداد تكرار دستور 
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١٢   تحليل الگوريتمها

 د؟ير بدست آوريرا در برنامه ز(*) متوسط تعداد تکرار دستورالعمل: مثال

Function Linear_search(A, n, x) 
    for    i�1    to    n    do 
         if    A(i)=x      then (*) 
                 return i    
        endif 
    repeat 
end. 

 
( )1 1 1 1 1 1

1 2 3 1 2 3n n n
n n n n n n

× + × + × + + × = × = + + + +L L


	� ���ار= �� 
( )11 1

2 2

n n n

n

+ +
⇒ =

 
ن مثال هرگاه که شرط برقرار باشد از حلقه         ي در ا  ي شد ول  ي اجرا م  n در هر صورت حلقه تا       يتم قبل يدر الگور : نکته

 .مي شويخارج م

 : را بدست آوريد QuickSortميانگين زمان اجرای الگوريتم : مثال
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١٣   تحليل الگوريتمها

 . ميباشدO(n. log n)  برابر QuickSortی الگوريتم بدترين حالت ميانگين زمان اجرا: نتيجه

متوســط زمــان اجــرای الگــوريتم .  داده شــده باشــندxو کليــد ) صــعودی(فــرض کنيــد يــک آرايــه مرتــب : مثــال

BinarySearchرا محاسبه کنيد . 

Function BinarySearch( A, n, x) 
    low ← 1 
    high←n 
    while low≤high do 
        mid←(low+high)/2 
        if x=A(mid) then 
            return mid 
        elsif x>A(mid) then 
            low←mid+1 
        else 
            high←mid-1 
        endif 
    repeat 
    return 0 
end. 

 جسـتجو   داخل آرايه موجود باشد تعدادی مقايسه با عناصر آرايـه صـورت ميگيـرد و نهايتـاً                xر  در اين الگوريتم اگ   

 جسـتجو   داخل آرايه موجود نباشد، تعدادی مقايسه با عناصر آرايه صورت ميگيرد و نهايتاxًموفق خواهد بود و اگر     

م ميشوند برای نمونه به آرايه  مقايسه ها بصورت جستجو در يک درخت جستجوی دودويي انجا       .ناموفق خواهد بود  

 :زير و درخت حاصل از جستجوی آن دقت کنيد

9 8 7 6 5 4 3 2 1 A 
 مقادير 6 10 16 19 21 42 66 81 93

 تعداد مقايسات در حالت موفق 3 2 3 4 1 3 2 3 4

 

 
 

5 

2 7 

1 3 6 8 

9    

 

   

  

4 
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١٤   تحليل الگوريتمها

درخـت بـالا را درخـت    .دايره نشان داده شـده انـد  در درخت بالا گره های خارجی با مستطيل و گره های داخلی با          

جستجوهای موفق به گره های داخلی و جستجوهای ناموفق بـه گـره هـای خـارجی خـتم                   . تصميم دودويي مينامند  

 .ميشوند

 n0=n+1 نشان دهيم آنگاه n نشان داده و تعداد گره های داخلی را با n0اگر  تعداد گره های خارجی را با : نکته

جوهای موفقميانگين جست =(3+2+3+4+1+3+2+3+4)/9=25/9=2.77 

 
  در آرايه   x در صورت موجود نبودن       داخل عناصر مختلف آرايه و همچنين      xفرض کنيد احتمال موجود بودن      : نکته

 و  [5,9] در مجموعـه     xبه اين معنی که احتمال قـرار داشـتن          ( بين عناصر آرايه مساوی است     xاحتمال قرار داشتن    

 ).کلاسها متساوی الاحتمالند(مساوی است... و  [11,15]

9 8 7 6 5 4 3 2 1 A 
 تعداد مقايسات در حالت ناموفق 3 3 3 4 4 3 3 3 4 4

 3.7=37/10=10/(4+4+3+3+3+4+4+3+3+3)=ميانگين جستجوهای ناموفق

وی موفـق    مقايسه برای جستج   k باشد، آنگاه الگوريتم جستجوی دودويي مستلزم حداکثر         (n∈[2k-1,2kاگر  : قضيه

 . مقايسه برای جستجوی ناموفق استk يا k-1و 

 جستجوی موفـق در بهتـرين وضـعيت    . استΘ(log n)جستجوی ناموفق دارای هميشه دارای مرتبه زمانی : نتيجه

Ω(1) و در بدترين وضعيت O(log n)ميباشد . 

 :حال متوسط تعداد مقايسات در جستجوی موفق را محاسبه ميکنيم

 : نشان دهيم، آنگاه تعريف ميکنيمLevel(v)لی در درخت تصميم باشد و سطح آن را با  يک گره داخvاگر 

1)()( −= vlevelvd  

∑

∑

∈

∈

=

=

NodesInternalv

NodesExternalv

vdI

vdE

)(

)(

 

 E=I+2n: قضيه

 .با استقرا اثبات کنيد: راهنمايي اثبات

 و ميـانگين    S(n)با   گره داخلی را     nحال اگر ميانگين تعداد مقايسات در جستجوی موفق در يک درخت تصميم با              

 : نشان دهيم، آنگاهU(n)مقايسات در جستجوی ناموفق را با 

11

)(

)(

]1)([

)(

+
=
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=

+=
+

=

∑

∑
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n

E

n

vd
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nS

NodesExternalv

NodesInternalv

 

 :حال با استناد به قضيه بالا و دو رابطه به دست آمده ميتوان نتيجه گرفت که

1)()
1

1(
)()1(2

)( −+=−+=+−=⇒ nU
nn

nnUn

n

nnE
nS  

 : در نتيجهU(n)=Θ(log n) ديديم که و چون قبلاً

)(log)( nnS Θ=   
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١٥   تحليل الگوريتمها

 

ی -۲-۳  ت ش گ ز ا ب ط ب ا و ر
روابط بازگشتی را ميتوان از روی درجـه  . در اين قسمت به طور مختصر از حل روابط بازگشتی سخن خواهيم گفت      

ه -۱-۳-۲ :آن دسته بندی کرد ج ر د ی ت ش گ ز ا ب ط ب ا و ۱ر
 در به اين معنی که با باز کردن رابطه بصورت تـو         . اين روابط به سادگی از طريق روش جايگذاری قابل حل ميباشند          

 .تو ميتوان رابطه را حل نمود

 :مثال

)2(12222)0(2
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∑L

L

ه -۲-۳-۲  ج ر د ی ت ش گ ز ا ب ط ب ا و ن( ۲ر گ م )ه
 .اين روابط به روش محسبه معادله مشخصه قابل حل هستند

 د؟ي تابع مقابل را بدست آوري هايتعداد فراخوان: مثال

function   f(n) 
       if   n<2     then 
               return      n 
       else 
               return    f(n-1)+f(n-2) 
       end if 
end. 

=Anتابع ي هاي تعداد فراخوان fي با ورود n 

1 2

0

1

1

1

1

n n nA A A

A

A

− −= + +
 =
 = 

 :راه حل
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١٦   تحليل الگوريتمها

1 2

1 2

1 2

0 1
1 2

2

1 2

1

1 1 1

* 1

*

2 2

1 0

1 5 1 5

2 2

n n n

n n n

n n

n n n

n n n n
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A A A

A A A
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B B B

B B
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r r
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− −

− −
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1 1 2 2
n n

nB C r C r= + 
    1 

0 0
0 1 1 2 2 1 2 2B C r C r C C⇒ = + = + = if    n=0     

    2 
1 1

1 1 1 2 2 1 2
1 5 1 5

2
2 2

B C r C r C C
   + −

⇒ = + = + =      
    if    n=1     

1 2
1 5 1 5

5 5
C C

+ −
⇒ = =

 1و2      

( )

1 1
2 1 5 1 5

2 25

1 1/ 6

n n

n

n
n n

B

A B

+ +    + − = −       
     

= − ≅ 
 يريتم مقـاد ين الگـور ي کند ايش مير پويک درخت را به شکل زي و ميباشدم و حل  ي تقس يجر قبل يروش حل پروس  

 .  باشدي مي نمائزمانی الگوريتم ن علت مرتبه ي کند و به هميمحاسبه مبصورت تکراری ن بار يرا چند

 : f(5) فراخوانی مثال درخت 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ـ توان حل كرد كه اين روش      هم مي ها به سمت ريشه با حفظ مقادير          اين مسئله را به وسيله يك حلقه برگ        ه  پـايين ب

ي -٤-٢ )پويابرنامه سازی روش . (شود هاي تكراري حذف مي  است در اين روش حالت(bottom-up) بالا  ل ص ا ه ي ض (Master Theorem)ق

در فصل بعدی با يکی از روشهای حل مسئله به نام روش تقسيم و حل آشنا خواهيم شد که در تحليل مرتبه زمـانی                

 نام قضيه اصلی نياز خواهيم داشت و لذا در اين قسمت به بيان              ای به الگوريتمهای طراحی شده به آن روش به قضيه       

 .آن خواهيم پرداخت

f(5) 

f(3) 
f(4) 

f(3) f(2) f(1) f(2) 

f(2) f(1) f(1) f(0) f(1) f(0) 

f(1) f(0) 

www.Prozhe.Com



١٧   تحليل الگوريتمها

 :قضيه اصلی

( ) ( ) kn
T n aT Cn

b
= +

 if          
 : است آنگاهb>1 اعداد ثابت و k وc,a,bكه در آن 
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 :مثال

 . را به كمك قضيه اصلي به دست آوريدBinary searchزمان اجراي 
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 . تأثيري نداردييزمان نها در cدر قضيه اصلي مقدار : نكته

 هاي زير را به كمك قضيه اصلي محاسبه كنيد؟  زمان اجراي مثال:مثال
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 : مثال
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 :مثال
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١٨   تحليل الگوريتمها
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