
 

ل -۴ ح و م ي س ق ت ش و (ر
Divide & Conquer

(
 سـپس هـر يـک از زيـر          .ميکن ـ يم م ـ ي شروع کرده و آن را به مسائل کوچکتر تقس          اصلي ن روش ابتدا از مسأله    يدر ا 

 ين روش منطبق بـر الگـو  ي ا.رده و جواب حل زير مسائل را با هم ترکيب ميکنيم    مسائل را بصورت بازگشتی حل ک     

، به اين معنی که فضای حل مسئله از بالا به پايين ساخته شده تا به کـوچکترين  )Top Down(باشد ين مييبالا به پا

روش در اين است مشکل اين . زير مسئله برسيم و سپس از کوچکترين زير مسائل حل شده و با هم ترکيب ميشوند           

م، يدر هنگـام تقس ـ . که ممکن است زير مسائل تکراری محاسبه شوند و لذا منجر به بالا رفتن زمان حل مسئله گردد                 

 يمات را بـه گونـه ا      يد تعـداد تقس ـ   ي ـسـت، با  ينطور ن يشه ا ي شود اما هم   ي کوچکتر شکسته م   ائلمسأله بزرگتر به مس   

شتر ي حاصل ب  ييکتر باشد معمولاً کارآ   يدازه مسائل کوچک به هم نزد     ن مقدار باشد، هرچه ان    يشتري ب ييگرفت که کارا  

 شبه کد کلی رونـد حـل مسـائل در روش            .دن باش يباً با هم مساو   ير مسائل تقر  يشود اندازه ز   ي م ين سع يبنابرا. است

 :تقسيم و حل بصورت زير ميباشد

Procdure D&C (p,q) 
     if   small (p,q)   then 
           return G(p,q) 
     else 
         m� divide (p,q) 
        return combine (D&C(p,m) , D&C(m+1,q)) 
     endif 
end. 

 Small.  را مشخص کردcombine و small ، G ، divideبرای ارائه الگوريتم در اين روش بايد جزئيات توابع       

دهد به اين معنی که در اين تابع مشخص ميشود که اگر تصميم گيری در مورد کوچک بودن اندازه مسئله را انجام مي      

اندازه مسئله به حد کافی کوچک است که ديگر نيازی به فراخوانی بازگشتی الگوريتم نباشد عمل تقسيم مسـئله بـه                     

  وظيفه تقسيم مسئله به زير مسائل      divideتابع  .  مسئله با اندازه کوچک را حل ميکند       Gتابع  . زير مسائل پايان ميابد   

 -۱-۴ . هم ترکيب جواب زير مسائل را انجام ميدهدcombineکوچکتر را به عهده دارد و تابع 
ه ي ا ر آ ک ي ه ن ي ش ي ب و ه ن ي م ک ر ص ن ع ه ب س ا ح م

کد اين الگوريتم در زير آورده      . توسط يک روش تقسيم و حل ميتوان عنصر کمينه و بيشينه يک آرايه را محسبه کرد               

 :شده است
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Procedure MinMax(A, l, u, min, max) 
    if l=u then 
        min←A(l) 
        max←A(l) 
    elsif l+1=u then 
        if A(l)<A(u) then 
            min←A(l) 
            max←A(u) 
        else 
            min←A(u) 
            max←A(l) 
        endif 

else 
        mid ← (l+u)/2 
        call MinMax(A, l, mid, min1, max1) 
        call MinMax(A, l, mid+1, min2, max2) 
        if min1<min2 then 
            min←min1 
        else 
            min←min2 
        endif 
        if max1>max2 then 
            max←max1 
        else 
            max←max2 
        endif 
    endif 
end. 
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٤١ ب -٢-٤ ر نض س ا ر ت س ا ش و ر ه ب س ي ر ت ا م و (Strassen)د

 کـه   اسـت  عضو   n2  كه اين ماتريس داراي    باشد، ي م n×nس  يک ماتر ي  حاصل ي، خروج n×nس  ي ضرب دو ماتر   در

 . باشدي مn×n ،O(n3)س يردو مات های مورد نياز برای ضربضرب تعداد پس داريماز ي ضرب نn به  هر عضويبرا

ن روش ي ـ ايم، که مرتبـه زمـان     يده يم و حل انجام م    يتقسروش  له  ي را به وس   n×nس  ين قسمت ضرب دو ماتر    يدر ا 

  .خواهد بود O(n3)هم 

 زيـر مـاتريس   ۴ابتدا هر ماتريس ورودی را از سطر و ستون به دو قسمت تجزيه ميکنيم تا هر مـاتريس ورودی بـه                  

 .تجزيه شود

 

 ستون است که نشان ميدهد      n/2 سطر و    n/2ام از زير ماتريسها دارای      هر کد 

 قسـمت از    ۴ با کمی تامل ميتوان دريافت کـه توسـط روش زيـر ميتـوان                . درايه ميباشد  n2/4هر زير ماتريس دارای     

انی  فراخـوانی بازگشـتی تـابع دارد و لـذا دارای مرتبـه زم ـ     ۸ماتريس حاصلضرب را توليد کرد که اين روش نياز به  

O(n3)ميباشد . 
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 جمـع ماتريسـی     ۴ ضـرب ماتريسـی و       ۸که نياز بـه     ( نوسط يک ايده جالب ميتوان معادلات بالا را          :نساروش استر 

 . جمع ماتريسی داشته باشد۱۸ ضرب ماتريسی و ۷به گونه ديگری بازنويسی کرد که نياز به )داشت

 .كند  جمع تبديل مي١٨ ضرب و ٧ ضرب را به ٨
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 ٣-٤- 

ط ا ق ن ج و ز ن ي ر ت ك ي د ز ن ن ي ي ع ت ي -١-٣-٤ د ع ب ك ي ي ا ض ف ر د ط ا ق ن ج و ز ن ي ر ت ك ي د ز ن ن ي ي ع ت
  و . نقطه به عنوان ورودی داده شـده اسـت         nتعداد   اين محور    بر روی داريم كه   را   xدرفضاي يك بعدي فقط محور    

 .هدف پيدا کردن کمترين فاصله مابين نقاط است

 

 :الگوريتم اول

اين روش تک تک نقاط را با بقيه نقاط بررسی کرده و فاصله آنهـا را محاسـبه کـرده و بـين فواصـل کمتـرين را             در  

 . محاسبه داردO(n2)محاسبه ميکنيم که در نتيجه نياز به 

( ) ( ) ( )2 1 2 ....... 1o n n n← − + − + +
 

 :الگوريتم دوم

را محاسبه   شان مرتب کرده و سپس بين فواصل نقاط متوالی کمترين فاصله             xميتوان ابتدا نقاط را بر حسب مختصه        

 .ميباشد) به خاطر مرتب سازی (O(n. log n)کرد که در نتيجه الگوريتم دارای مرتبه زمانی 

 ):روش تقسيم و حل(الگوريتم سوم

 نقاط را مرتب کنيد -۱

۲- n/2نقاط سمت چپ )pi; i=1,…,n/2 (را بصورت بازگشتی حل کنيد)     کمتـرين فاصـله بـين آنهـا راs1 

 )ميناميم

۳- n/2نقاط سمت راست )qi; i=1,…,n/2 (را بصورت بازگشتی حل کنيد)   کمترين فاصله بـين آنهـا راs2 

 )ميناميم

 :کمترين فاصله نهايي از رابطه زير قابل توليد است -۴

{ } { }{ }
( )

1 2min , ,min max

2 1 ( )
2

i is s q p

n
T n T o n

= −

 = + = 
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٤٣ ي -٢-٣-٤ د ع ب و د ي ا ض ف ر د ط ا ق ن ج و ز ن ي ر ت ك ي د ز ن ن ي ي ع ت
 :الگوريتم

 .كنيم  مي شان مرتبxمختصه اس درابتدا نودها را در اين فضا براس -۱

با در نظر گرفتن يک خط فرضی مجموعه نقاط را به دو قسمت چپ و راست که هـر کـدام دارای                      سپس   -۲

n/2عنصر هستند تقسيم ميکنيم . 

دو زير مسئله چپ و راست را حل کرده تا کمترين فاصله در هر دو زير مسئله توليد شود و سپس جواب                     -۳

 .ميناميم S2 و S1حل دو زير مسئله را 

۴- S=min(S1,S2)  
حال اگر شبيه روش يک بعدی فاصله نزديکترين نقطه از نقاط چپ و راسـت خـط را نيـز در محاسـبات                     -۵

 يط سـع  ي شـرا  يکسـر يبا اضافه کردن     مسئله   نيدر ا لذا  . دخيل کنيم ممکن است به جواب صحيح نرسيم       

ط وسط از هر دو طرف يک محدوده در نظـر   از خS ميتوان به اندازه    .ميسه ها را کم کن    يتعداد مقا م  يکن يم

 نقطـه   n/2گرفت و نقاط داخل اين باريکه را با هم مقايسه کرد که در نتيجه باز در بدترين شـرايط تمـام                      

 O(n2) نقطه سمت راست خط وسط در اين باريکه ها قرار دارند و لذا مرتبـه زمـانی                   n/2سمت چپ و    

فقـط نقـاط واقـع در مسـتطيل          pماننـد    باريکه سمت چپ     خواهد شد ولی ميتوان برای هر نقطه واقع در        

اين مستطيل به اين صورت ساخته ميشود که بايد پاي عمود از نقطـه نسـبت بـه     . خاصی را در نظر گرفت    

 به بالا، پايين و راست حرکت کرد تا يک ناحيه مسـتطيلی شـکل            Sخط وسط را پيدا کرده از آن به اندازه          

بديهی است که حداکثر تعداد نقـاط واقـع در ايـن ناحيـه مسـتطيلی      .  حاصل شودS و عرض  2Sبه طول   

 نقطـه در  ۶و لذا برای هر نقطه در باريکه سمت چپ فقط بايد فاصله آن را با              !  نقطه است  ۶شکل برابر با    

 .باريکه سمت راست محاسبه کرد واين فواصل را نيز در محاسبه کمترين فاصله دخيل کرد

 .مي کنيل استفاده ميک مستطي مشکل است از S با شعاع يره اي داياده سازيکه پنيل ايبدل: نکته

2 در فضای دو بعـدی از رابطـه   (x2,y2) و  (x1,y1)فاصله دو نقطه : نکته
21

2
21 )()( yyxx  محاسـبه  −+−

 .ميشود
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 :و لذا مرتبه زمانی الگوريتم بصورت زير قابل محاسبه است

)log.(
2

6)
2

(2)( nn
nn

TnT Ο=+= 

ع -۴-۴  فات ي هر ي ا پ ی ا ه م ت ي ر و گ ل ا یو ت ا ب س ا ح م ه س د ن ه ر د
خطها كه انتهاي هركدام به ابتداي ديگري وصـل باشـد و ضـمناً بسـته شـود يعنـي                      اي از پاره    دنباله:  بسته چندضلعي

 .انتهاي آخري به ابتداي اولي متصل باشد

 . قطع نكند هيچ يالي، يال ديگري راای که در آنچند ضلعی بسته: چند ضلعی ساده

هردو نقطه داخل چندضلعي را به هم ( نداشته باشد ١٨٠اي بيشتر از  كه زاويه  ایچندضلعي ساده : چند ضلعي محدب  

 .)خط حاصل داخل چندضلعي باشد وصل كنيم پاره

 : بعدی۲جهت چرخش بين سه نقطه در فضای 

321 ,, ppp   راست گرد�   

213 ,, ppp راست گرد�   

132 ,, ppp راست گرد�  

 

 

 گرد بودن گرد يا چپ استالگوريتم جهت تشخيص ر

گـرد     صـفر بـود راسـت      از اگر كـوچكتر     ،گرد است    اگر بزرگتر از صفر بود چپ      دترمينان ماتريس زير محاسبه كرده،    

 . نقطه هم خط هستند۳ و اگر مساوی صفر بود است

                                 o (1)  �  داراي مرتبه زمانيگرد گرد و راست تشخيص چپ

0

1

1

1

33

22
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>
yx

yx
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 :نحوه تشخيص محدب بودن يك چندضلعي: قضيه

گـرد باشـد چندضـلعي محـدب          گـرد يـا راسـت        چـپ  ی متوالی نسبت به دو راس قبـل از خـود          ها  اگر تمامي رأس  

                    o(n).است

 
 

 متقاطع بودن دو پاره خطچگونگي تشخيص : الگوريتم

 نسـبت بـه     B راستگرد و    D و   C به دو نقطه      نسبت Aاگر  . اند به عنوان ورودی داده شده     CD و   ABدو پاره خط    

 نسـبت بـه دو   D راسـتگرد و  B و   A نسبت به دو نقطه      Cو همچنين   ) و يا بالعکس  ( چپگرد باشد  D و   Cدو نقطه   

  بـار  ٤در بـدترين وضـعيت      لـذا بايـد      و    متقاطع هستند  CD و   ABآنگاه  ) و يا بالعکس  ( چپگرد باشد  B و   Aنقطه  

 . ميباشدO(1)از اين رو الگوريتم دارای مرتبه زمانی . محاسبه شود) بالادترمينان (الگوريتم تشخيص جهت 

 

P1(x1,y1) 
P2(x2,y2) 

P3(x3,y3) 

B

A

D

C
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 نحوه پيداكردن يك نود داخل چند ضلعي محدب: الگوريتم

ای داخـل چنـد    نقطه(x,y) های آنها y های آنها و ميانگين xكنيم ميانگين  سه رأس متوالي را به دلخواه انتخاب مي     

 . ميباشدo(1)لذا اين روش دارای مرتبه . ضلعی محدب را توليد ميکنند

 

 تشخيص يك نقطه داخل چندضلعي محدب: الگوريتم

گـرد     نسبت به نقطه جديد چـپ      ) در جهت خلاف چرخش عقربه های ساعت      (زوج رئوس اضلاع متوالی     اگر تمام   

 .ميباشد o(n) مان  و لذا الگوريتم دارای ز.صورت خارج آن است باشد در غير اين بودند نقطه داخل چندضلعي مي

 

 

 
 تشخيص نقطه داخل چندضلعي مقعر: الگوريتم

كنيم اگر تعداد برخوردهـا بـا يالهـاي           كنيم و به نقطه موردنظر وصل مي        يك نقطه خارج چندضلعي مقعر انتخاب مي      

و لـذا الگـوريتم دارای      . باشد و اگر زوج بود خـارج آن اسـت           محدب مي غير  چندضلعي فرد بود داخل چند ضلعي       

 . ميباشد و لذا نقطه مورد نظر در داخل شکل قرار دارد۷ در شکل زير تعداد نقاط تقاطع برابر با .ميباشد o(n) زمان 

 

 

 

 

 

       

Convex hull) :باشد ورودیكوچكترين چند ضلعي محدب كه شامل همه نقاط).  محدبسته يا پوشپو . 

را بـازكرده دور  حلقـوی  يك كـش  و عدادي نقطه داريم تبرای تصور شکل پوسته محدب ميتوان فرض کرد که  :نکته

 .شکل ساخته شده توسط کش پوسته محدب را نشان ميدهد. قرار ميدهيمنقاط 

 

 

 

 

 

 

*p 
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Extreme point : نقاطي را كه رويconvexhullگوييم  هستند نقاط مرزي مي. 

 :نکته

 . نقطه ميباشدnشامل تمام  convex hullدر بدترين وضعيت 

 . نقطه ميباشد۳فقط شامل convex hullرين وضعيت در بهت

 

 . احتياج باشد جهت رويتنحوه طراحي يك موزه به قسمي كه به كمترين تعداد نگهبان: مسئله موزه هنري

 

 . باشدconvex hullدر درجه اول بهتر است كه : حل مسئله

 هبان تا يك نگ باشدStar shapedكه طراحي مقعر باشد بايد به شكل  درصورتي

 ..باشد  براي كل موزه كافي مي

Kernel :شود از آن فضا كل چندضلعي ديده ميکه  در چند ييفضا. 

 .  استkernel كل آن convex hullدر : نکته

 

 Star يك لامپ براي روشنايي كافي است و موقعيت لامپ اهميـت نـدارد در   convex hullدر : مسئله روشنايي

shapedافي است در صورتي كه در داخل  يك لامپ براي روشنايي كkernelقرار داشته باشد . 

 

 

 

 

 convexhullالگوريتم محاسبه 

 : مورد بحث قرار ميگيرددو روش 

١- (Greedy) Graham 

٢- (D & C) Shamos 

 

 

 

 kernel 

باشد جهـت     در شكل مقابل از يك لامپ كه به شكل ميله مي          

 .روشن كردن كل چند ضلعي مقعراستفاده شده است
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� � و � � � � � ش و ر
(Divide & Conquer)

 

٤٧ ب -٥-٤ د ح م ش و پ د ي ل و (Convex Hull)ت م -١-٥-٤ ت ي ر و گ ل Grahamا

 . ميناميمp1و آن را  كنيم باشد پيدا مي  ميyدر ابتدا نودي را كه داراي كمترين  -۱

و كنـيم    ميهای ساعت مرتبدر جهت خلاف عقربه نودها را نسبت به اين نود براساس زاويه قطبي          مابقی -۲

 . نامگذاری ميکنيمpn تا p2آنها را 

۳- P1   و p2  بررسـي   بقيه نودها را با دو نقطه سـر پشـته  بودند گر  و سپس چپ   داخل يک پشته قرار داده      را 

 يـک نقطـه از   درغيراينصورت  نقطه مورد بررسی را به پشته اضافه ميکنيم      بود دگر   چپ جهت اگر .كنيم  مي

 .سر پشته حذف شده و دوباره بررسی را انجام ميدهيم

 

 

 

 

 

Procedure Graham 
    p1 � find the point with minimum  y 
    Sort the other points around p1 (CCW –Polar angle) and call them p2 ,…, pn 
    Push (p1) 
    Push (p2) 
    For i�3  to n  do 
        While Right (stack [top-1] , stack[top], Pi)  do 
            Pop 
        Repeat 
        Push (pi) 
    repeat 
End. 

 

 :الگوريتم در ن شدن هزينهسرشك

 داراي مرتبـه  دهـد  در ظاهر نشـان مـي   چيزي كه برخلاف شد که ميباpopمربوط به   بيشترين تکرار در الگوريتم بالا    

مرتبـه  و چـون   شـود   push يا popتواند  يك نقطه بيشتر از يك بار نمي      زيرا  است o(n) بلکه نيست   o(n2)زماني  

 . استO(n logn)مرتبه زماني الگوريتم لذا  . استO(n logn) مرتب سازیزماني 
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٤٨ م -٢-٥-٤ ت ي ر و گ ل Shamosا

 . نقطه است تقسيم ميکنيمn/2و دسته که هر دسته شامل نقاط را به د -۱

اين دو . هر زير مسئله را بصورت بازگشتی حل ميکنيم ولذا برای هر کدام يک پوسته محدب توليد ميشود             -۲

 .ميناميم C2 و C1پسته را 

 . ميناميمp در نظر گرفته و آن را C1يک نقطه داخل  -۳

 p حـول  C2 و C1دو مجموعه از نقـاط  ):  استC2خل  و هم داC1 هم داخل    pنقطه  ( آنگاه   p∈C2اگر   -۴

که يک نقطه داخلی است مرتب هستند لذا ميتوان آنهـا را ادغـام کـرده و سـپس قسـمت سـوم الگـوريتم                

 .گراهام را روی آنها اجرا کرد

 به دو قسمت پوسته داخلـی       C2 را محاسبه کرده لذا      C2 نسبت به    p آنگاه دو نقطه مماسی از       p∉C2اگر   -۵

 را C2نقاط قسمت داخلـی زاويـه مماسـی از          . ماسی و پوسته خارجی زلويه مماسی تقسيم ميشود       زاويه م 

 مرتب هستند با ادغام     p حول   C1 و کل نقاط     C2حذف کرده و لذا نقاط قسمت خارجی زاويه مماسی از           

 .آنها و اجرای قسمت سوم الگوريتم گراهام ميتوان پوسته محدب نهايي را تشکيل داد
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 . قابل تصور است را نشان ميدهدpاشکال زير دو حالت مختلف که برای نقطه 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

p 

C2 
C1 

p 

C1 

C2 

;	�-� 2<=� 

-� 2<=�;	� 

www.Prozhe.Com



� � و � � � � � ش و ر
(Divide & Conquer)

 

٤٩

 

 

 

 

 

 

 .پوسته محدب نهايي به شکل زير خواهد بود
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