
  : هاي كونيگسبرگپل

  .داستان پل هاي كونيگسبرگ را منشأ تولد نظريه گراف دانسته اند

  ي واقعي نخستين بار توسط اويلر به يك مساله رياضي تبديل و شد نظريه گراف شكل گرفتاين معما

رياضيدان سويسي نوشـت  )  ميلادي 1707 – 1783(نخستين مقاله مربوط به گرافها را لئونهارت اويلر   

اويلر يكي از .  به چاپ رسيد 1736درسال  ) لنينگراد  (  جز مجموعه انتشارات آكادمي علوم سن پترزبورگ         كه

 سالگي، به عـضويت در آكـادمي روسـيه    20، در 1727او در سال    . تاثير گذارترين افراد در تاريح علوم است      

 زبانهاي شـرقي و   تحصيل الهيات، به   فيزيك و نجوم كند، وي پيش از آنكه خود را وقف  رياضيات،   . دعوت شد 

زماني كه سرگرم نوشتن . تبحر او در همه اين رشته ها فوق العاده و  حاصل كارش بسيار بود          . طب پرداخته بود  

 نابينـا شـد، ولـي     مقاله اش درباره گرافها بود بينايي يكي از چشمانش را از دست داد، و به هنگام پيري كاملاً              

بـه ويـژه    از سالهاي پيش رياضـيدانهاي سويـسي،      . ميزان نوشته هاي او نشد    حتي اين پيشامد موجب كاهش      

در  زادگاه او هستند، به چاپ مجموعه كامل آثار اويلر پرداخته اند، ايـن مجموعـه،     1آنهايي كه اهل شهر بازل   

  . جلد خواهد بود80پايان كار متجاوز از 

شـهر  . نام مساله پلهاي كونيگـسبرگ آغـاز كـرد   اويلر مقاله خود درباره گرافها را با بررسي معمايي به    

 واقع است و قسمتي از  2قي سابق در سواحل رودخانه پر گل      در پروس شر  ) كالينينگراد بعدي   ( كونيگسبرگ  

ه هفت پل به يكديگر     در گذشته بخشهاي مختلف شهر به وسيل      .  در ميان رودخانه قرار دارد      ، شكلمطابق    آن،

پرسشي در آن . طبق معمول شهرهاي آلمان، اهالي گرد شهر به گردش مي پرداختند          يكشنبه ها، . متصل بودند 

 طرح كرد كه شـخص پـس از خـروج از    را طوري )) پياده روي ((  نقشه اين آيا مي شود: زمان مطرح شده بود   
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  ه خانه اش برگردد؟خانه بتواند با يك بار و فقط يك بار عبور از هر پل ب

abcdدر شكل پايين بخشهاي چهارگانه شهر با حرفهاي      چون فقـط عبـور از   .  نشان داده شده اند,,,

abcd مي توانيم     پلها مورد نظر ماست،     را به عنوان راسهاي يك گراف و يالهاي متصل كننده اين راسها را ,,,

  ).البته اويلر از چنين گرافي استفاده نكرد ( اين گراف در شكل دوم رسم شده است . يممتناظر با پلها فرض كن

a

b

c

d

طبق استدلال اويلر نمي توان فقط با استفاده از يك گذرگاه دوري، اين گراف را كاملاً پيمود؛ به بيـاني 

ه     يالهاي توانيم بدون عبور مجدد از يال يا نم ديگر، از هر راسي كه شروع كنيم،  يي كل گـراف را بپيمـاييم و بـ

از آن خـارج مـي گـردد؛   چنان گذرگاهي به تعداد دفعاتي كه به راسي وارد مي شـود،      . نقطه شروع باز گرديم   

شاندهنده نقـشه  بنابراين، لازم است كه تعداد يالهاي متصل به هر راس زوج باشد، و ايـن شـرط در گـراف نـ

  .كونيگسبرگ برقرار نيست
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در چه گرافهـايي  :  اويلر به بررسي كل مساله پرداخت  درباره پلهاي كونيگسبرگ،  پس از بحث مقدماتي   

  مي توان گذرگاهي دوري پيدا كرد كه از همه يالها عبور كند و البته از هيچ يالي بيش از يك بار عبور نكند؟

  .كه به اين مساله در حالت كلي گرافهاي اويلري مي گويند كه در ادامه بحث خواهد شد

1 Basel 

2 Pregel 
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  :گرافهاي اويلري

همانطور كه با پل هاي كونيگسبرگ آشنا شديم در بسياري موارد نياز به آن داريـم كـه تمـام يالهـا را 

  . يكبار طي كنيم و به همان نقطه شروع برگرديم دقيقاً

اشد كه از تمـام   را اويلري گويند اگر گذر بسته اي در آن وجود داشته ب         G گراف همبند    .گراف اويلري 

  .يالها بگذرد

  . به گذر بسته فوق الذكر  گذر اويلري مي گويند.گذر اويلري

  .  اگر شرط بسته بودن را از تعريف حذف كنيم.گراف نيمه اويلري

گراف اويلري همانند بازي رسم يك شكل بدون برداشتن خودكار از روي كاغذ مي باشد يعني  •

   از يك جا شروع به رسم كرد و دوباره به همان جا رسيد،اگر بتوان گرافي را به صورت پيوسته     

  :اويلري مي باشد

  . گراف زير اويلري است.مثال

6

5V
2V

4V

3V

V1

V
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گذر بسته اويلر آن 
1 2 3 4 1 5 6 1v v v v v v v v مي باشد.  

.  لااقل يك مدار داردG   باشد،2 گرافي باشد كه درجه تمام رئوس آن لااقل Gمي دانيم اگر  .يادآوري

  .حال مي خواهيم شرط لازم و كافي را براي اويلري بودن گراف   بيان كنيم

  . يك گراف اويلري است اگر و فقط اگر درجه تمام رئوس آن زوج باشدG گراف همبند .قضيه

دقت كنيد در اين گذر به يك گذر بسته اويلري آن باشد،Cشد و  اويلري باG اگر گراف  اولاً.اثبات

راس ابتدايي هم يك (  در حركت بعد از اين راس خارج مي شود    دقيقاvًازاي هر بار ورود از يك يال به راس 

  )بار اول خارج و در آخر وارد مي شويم 

راي هر راس تعداد دفعات ورود و خروج آن يكسان بوده و از طرفي مجموع آنها پس ملاحظه مي كنيد ب

  .درجه راس را تشكيل مي دهد

  .پس بديهي است درجه هر راس گراف بايستي زوج باشد

  .گراف همبند نااويلري با حداقل يك يال و بدون راس درجه فرد باشد Gفرض كنيد كه بر عكس

 حداقل داراي درجـه دو اسـت،      Gچون هر راس  .  را با كمترين يال ممكن انتخاب كنيد       Gچنين گراف 

G      فرض كنيد  ). 2.7.1تمرين ( شامل يك گذر بسته استC   يك گذر بسته با ماكسيمم طول ممكـن درG 

CEG)( نيست و لذا Gيك سير اويلر ي     Cبنابه فرض،   . باشد )با ′Gه داراي مولف − ) 0>′Gεچون .  است

C       خودش اويلري است، راسهاي درجه فرد ندارد؛ از اين رو گراف همبند G′   دارد . هم راسهاي درجـه فـرد نـ

)چون ) ( )GG εε  Gاينـك، چـون     . تاس ′C داراي سير اويلر  ′Gنتيجه مي شود كه،   G، از نحوه انتخاب   ′>

)()( در   vهمبند است، راس     CVCV   وجود دارد، و بدون اينكه به كليـت مطلـب لطمـه اي وارد شـود،             ∩′

CCامـا در ايـن صـورت   .  اسـت ′CوCپايـان  و آغـاز  νتوان فرض كـرد كـه    مي   بـا G يـك گـذر بـسته   ′
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( ) ( )CC Cε ε′  .  استGاست كه متناقض با انتخاب <

  است دو شرط براي چك كردن اويلري بودن آن كافي Gبنابراين براي هر گراف داده شده

همبند بودن و . 1 

  . درجه تمام رئوس زوج بودن را چك نماييد. 2

  . آيا هر گراف  كه درجه تمام رئوس آن زوج باشد اويلري است.مثال

  : خير بايد همبند باشد مثال نقض .حل

راي دو راس درجه فرد بـوده و  دا حداكثر ، داراي يك گذر اويلري است اگر و تنها اگر            Gگراف .نتيجه

  .همبند باشد

باشد مانند برهان قبل بايد درجه تمـام رئـوس بجـز) نه الزاماً بسته    ( داراي گذر اويلري    G اگر .اثبات

  .رئوس ابتدايي و انتهايي گذر،  زوج باشد

شد، براي بدست آوردن گذر اويلري آن كـافي اسـت      راس درجه فرد با    2همبند داراي   G اگر  برعكس،

ما حصل گرافي همبند خواهد بود كه تمام .   به گراف افزوده و به اين دو راس درجه فرد متصل نمودuيك راس 

  .رئوس آن زوجند، اين گراف يك گذر بسته اويلري دارد
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مي بريم، سمت راست و چپ آن ابتـدا و   uته را از  گذر بس  را حذف مي كنيم،  uحال از اين گذر بسته    

  .انتهاي يك گذر اويلري خواهند شد

   اويلري است؟nk هاييn به ازاي چه.مثال

  . بايد فرد باشدn  بايد زوج باشد پس  n−1و است  n−1  درجه هر راسnk چون  در  .حل

nmkهايي  ,mn به ازاي چه .مثال   . اويلري است,

، با هر حركت بر روي يال بخشي كه در آن قرار داريم عوض گراف دو بخشي دقت كنيد در .راهنمايي

  .شودمي 

  . به عنوان تمرين.حل
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  :گرافهايي دوري

 همـان  ربه عبارت ساده تر گراف دو.  منتظم همبند مي باشد2راسي  n≤3يك گراف دوري يك گراف  

  :مانند. راسي بدون هيچ يال اضافه مي باشدnيك دور 

 nس هم ارزي بودن براي يك گرافهاي دوري خواص ساده اي چون برابري تعداد يالها و راسها، تك كلا 

  .مشخص و اويلري بودن دارد

اما آنچه باعث شد ما اين مطلب را دراين جا قرار دهيم آن است كه گرافهاي دوري در حقيقت بخـشي 

  .از اشتراك گراف هاي اويلري و گراف هاي هاميلتوني است كه در مطلب بعدي تعريف خواهند گشت

قـرار  ) هـاميلتوني  ( اويلري و مطلـب بعـدي      ( ت گرافهاي مداري در مرز جدايي مطلب قبلي         در حقيق 

و اما برويم سـراغ  .   مي باشد مفيد هستندnگرفته اند و براي درك مفهوم هاميلتوني كه وجود دوري به طول       

  :اصل مطلب يعني گرافهاي هاميلتوني در مبحث بعدي 
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  :گرافهاي هميلتوني 

پس از پايان تعاريف و مفاهيم گذر اويلري بايد گفت كه همانطور كه در گذر اويلري هدف پيمودن تمام 

 دقيقـاً  راسـها  در مبحث هميلتوني هدف طي كردن تمام   يكبار و بازگشتن به نقطه شروع مي باشد، يالها دقيقاً 

  .نمي شوندد در دور هميلتوني الزاماً همه يالها پيمايش دقت كني. يكبار و برگشتن به راس آغازين مي باشد

  :تعاريف

در مـسير  ( باشد مسير هميلتوني مي نامند   Gكه شامل هر راس    G مسيري از گراف     .مسير هميلتوني 

  )راس تكراري نداريم 

  .رئوس  باشد مشابه بالا دوري است كه شامل همه .دور هميلتوني

  . مي باشدVدور هميلتوني دوري به طول 

نام هميلتون به اين دسته از دورها از سر ويليام هميلتون به خاطر تحقيقات وي در وجود ايـن مـدارها 

  .در گراف خاصي به نام گراف هميلتون گرفته شده است

ه گراف هاميلتون يك دوازده وجهي منتظم مي باشد كه           اگر آن را در صفحه بخـواهيم رسـم كنـيم بـ

  :صورت زير در مي آيد
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u     درجه vدرجه

ي اسـت كـه در    كمكـي    يجالب است كه اين گراف هاميلتوني بوده و داراي دورهاي هـاميلتوني زيبـا   

  .آموزشي آمده است

اما در مبحث گرافهاي  اويلري ديديم كه با يك شرط لازم و كافي براي اويلري بودن به تمـام ابهامـات 

پاسخ داده شد و بسيار به نظر مي رسد كه چنين شرط لازم و كافي اي در اين مبحث نيز وجود داشـته باشـد 

وليكن تعيين شرط يا شروط لازم و كافي هميلتوني بودن يك گراف هنوز به عنوان يك مساله لاينحـل بـاقي 

  مانده است،

بي براي هميلتوني بودن وجود دارند اگر چه شرط لازم كافي محكم نداريم وليكن شروط لازم نسبتاً خو          

  :كه به ترتيب بيان مي گردند

)يك گراف ساده باG اگر.قضيه )3≥nراس باشد و اگر براي هر دو راس نامجاورuv,  داشته باشيم

nvu ≥+ )deg()deg( آنگاه G هاميلتوني است.  

     

همبند است پس هر دو راس آن با مسيري به هم متصل مي باشند بنـابراين مـي تـوان     G چون .اثبات
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  1v     درجه راس nvدرجه

nvvvيك مسير هميلتني مانند      →→→ اگر اين مسير هـاميلتوني خـود يـك ) چرا؟  . ( بدست آورد  21...

1vvn مدار هميلتني باشد حكم حاصل شده است در غير اين صورت رئوس        د  , در ايـن صـورت   . غير همجوارنـ

  توان نوشت مي

nvdvd n ≥+ )()( 1

  )چرا؟ (  است nvهمجوار iv−1 وجود دارد به طوري كه1vهمجوار با  iv ماننديآنگاه راس

   مانندGدر اين صورت يك مدار هاميلتوني در  

1 2 1 1 1i n n iv v v v v v v... ...
− −

→ → → → → → → →  

  . هميلتوني استGيافته ايم پس

  :نتيجه

  .ديراكقضيه 

  : راس داشته باشيمn≤3  با Gاگر در گراف ساده و همبند 
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)v راس دلخواه ازG 2)است
nvd ≥

  . هميلتني استGآنگاه

حتماً دو راس غير همجوار وجود دارد چـون    ( را اختيار مي كنيم     ,uvر مانند دو راس غير همجوا    .اثبات

  )اگر نباشد گراف كامل است و در نتيجه هميلتني است 

22آنگاه مي توان نوشت   
nnvdudnvdud +≥+⇐≥+ )()()()(

  .هميلتني است Gپس طبق قضيه قبل 

شرط تكراري نبودن يالها را داريم و مي دانيم كه ممكن اسـت درگـذر اويلـري  در گراف اويلري     .مثال

آيا . راسها تكرار شوند، در عوض در گراف هاي هميلتوني شرط تكراري نبودن راسها را در دور هميلتوني داريم  

  ممكن  است در دور هاميلتوني يال تكراري داشته باشيم؟

ار شود دو راس دو سر آن هم تكرار مي شود و اين با تعريـف زيرا اگر يالي تكر   !  معلوم است كه نه    .حل

  .دور هميلتوني تناقض دارد
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  :همبندي  - kراس برشي و يال برشي و

  .اكنون مي خواهيم با مفاهيمي كه بيان كننده ميزان همبندي يك گراف مي باشند آشنا شويم

  .نخست راس و يال برشي را تعريف مي كنيم

 تعداد مولفـه هـاي همبنـدي     يك راس برشي و يا يك يال برشي مي باشد اگر با حذف آن راس يا يال،   

  .افزايش يابد

11 در شكل مقابل لاًمث ve   .برشي مي باشند ,

2V
V14V

3V

e1  

  .نمي باشند برشي 1نتيجه رئوس تنهاي و رئوس درجه 

مي باشد كـه حـذف آنهـا تعـداد  G مجموعه يالهايي از    ،G مجموعه ناهمبند ساز يالي گراف       .تعريف

  . را افزايش مي دهدGمولفه هاي

مي باشد كه هيچ زيـر   G  مجموعه ناهمبند سازي يالي گراف      نيز،G مجموعه برشي يالي گراف    .تعريف

  . نباشدGمجموعه نابرابر آن، ناهمبند ساز يالي

تعريف مي كنـيم و مفهـوم    Gندازه كوچكترين مجموعه برش يالي گرافعدد همبندي يالي را برابر با ا    

 اگر عـدد   !. در مقابل حذف حداكثر چند يال مي تواند مقاومت كند و ناهمبند نشود             Gآن اين است كه گراف      
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  . را همبند يالي نامندG باشد آنگاه,GKهمبند يالي

  . براي راسها نيز برقرار مي باشد تعاريف فوق دقيقاً •

"  همبند -k"  همبند راسي و نيز به اختصار -kباشد آنگاه به  ,GKاگر عدد همبندي راسي  •

  .مي گويند

.  راس كه يك يال برشي داشته باشد لااقل يك راس برشي نيز دارد2ا بيش از هر گراف همبند ب .قضيه

uveفرض كنيم .اثبات   .يال برشي مفروض باشد =

w

Vu

12 VV

21، رئوس به دو مولفه همبندي    eو با حذف   vv دارد بنـابر   راس 3از آنجا كه گراف لااقـل   . افراز شوند ,

21 راس داشته و فرض كنيم  2اصل لانه كبوتري يكي از اين مولفه ها لااقل      ≥V    آنگاه ادعـا كنـيم ،v راس 

  )چرا؟ ( نيز قطع خواهد شد  uبا  1V، ارتباط راس ديگرvبرشي خواهد بود زيرا با حذف

uve يال   .قضيه eG مي باشد اگر و فقط اگر در      G يك يال برشي   = )  هيچ مـسير − ),u v  موجـود 

  .نباشد

 به هم متصل باشند همانطور كه در شـكل واضـح اسـت  e بجز    با مسير ديگري   ,uv اگر     .برهان خلف 

  .از مسير ديگري نيز برقرار مي باشد e بجز ,uv برشي نخواهد بود زيرا ارتباط eديگر 
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uve يك يال  .قضيه .  مي باشد اگر و فقط اگر به هيچ دوري تعلق نداشـته باشـد             Gيك يال برشي     =

 باشـند پـس   G يـالي از يـك دور    uv  زيرا اگـر ،يك طرف اين قضيه كه فوراً از قضيه قبل نتيجه مي گردد          

  .  برشي نخواهد بودe نيز وجود خواهد داشت پس eسير ديگري بجز م,uvميان

 برشي مي باشد زيرا بنابه برهان خلف اگر نباشد eبه هيچ دوري تعلق نداشته باشد،        eاما بالعكس اگر  

 به آن مسير يك دور بوجود خواهـد e وجود خواهد داشت كه با افزودن      ,uv  مسير ديگري ميان      eبا حذف   

  .آمد كه با فرض در تناقض مي باشد

  . نخواهد بودGرشي باشد ثابت كنيد راس بG راس برشي v  اگر .قضيه

پس  Gناهمبند مي شود هم  G باشد پس با حذف آن هم Gهم G راس برشي هم vفرض مي كنيم  

ه دو دسـته   G نيست هم رئوس ,ABافراز مي گردد كه هيچ يالي بين    ,ABدو دسته    به   Gهم   11  بـ AB ,  

. وجود ندارد 1B با1A افراز مي گردد كه هيچ يالي بين 

1AAx فرض كنيدحال 1BBy و ∋∩ ∩∈    

)  آنگاه  ) ( )GExyGExy ∉∉ . ممكن نيستيكه چنين چيز,

u V

e

12 VV

*
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  . هر گراف ساده همبند حداقل دو راس دارد كه برشي نيستند.قضيه

ي ايـن مـسير     ثابت مي كنيم رئوس ابتـدايي و انتهـاي        .  بزرگترين مسير آن را در نظر مي گيريم        .اثبات

  .برشي نيستند

پس لااقل به يكي از رئوس غير راس اول بزرگترين مسير برشي باشد،        اگر يكي از آنها مثلاً     .برهان خلف 

مسيري طولانيتر از مسير بزرگترين فرض كرده وجود دارد و اين يعنـي  از اين دور مسيري داشته و اين يعني       

  .تناقض

  :همبند -k گراف هاي

همبند آنجا ظاهر مي شود كه يك شبكه ارتباطي در برابـر نقـض چقـدر قـدرت  -k مفهوم گرافهاي 

وقتي از گراف يك شبكه شروع به حذف يالها مي كنيم، الزاماً همبندي بر هم نمي خورد و هدف ما . تحمل دارد 

  .ي خود را از دست دهدارزش گذاري به حداقل تعداد يالهايي است كه بايد حذف شود تا گراف همبند
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   .تعريف

يال بايد از گراف حـذف شـوند تـا    kهمبند يالي گويند اگر لااقل    k را G گراف   .همبند يالي k-گراف  

  .گراف همبندي خود را از دست دهد

  .  يال اگر به هر ترتيبي حذف كنيم همبندي بر هم نمي خوردk−1 تا كمتر از  به بيان ديگر،

nknn ثابت كنيد گراف كامل.مثال )(, 21   .همبند يالي است −<

  . به عنوان تمرين.حل

) ثابت كنيد.المث )2 nn k>  ،نمي تواندnهمبند يالي باشد.  

  . همبندي بر هم مي خورد.   يال منتهي به يك راس را حذف كنيدn−1 به سادگي تمام .حل

  تعريف

 بايد  راس kهمبند گويند اگر براي ناهمبند كردن آن لااقل        -kراGمشابه قبل گراف   .همبندk–گراف  

).از گراف حذف شوند )Vk <

  . راس را از آن حذف كنيم همبندي پابرجا مي ماندk−1به بيان ديگر به هر شكل كه  

  .  را بدست آوريدnk عدد همبندي گراف .مثال

   به عنوان تمرين.حل

  . همبند-2گرافهاي 

مجزا هـستند اگـر هيچكـدام دو مسير دروني  . ي كنيم  همبند آغاز م   -2با مشخص ساختن گرافهاي     

  .شامل نقطه پاياني راسي از ديگري نباشد

 و فقط اگر، هر جفت  همبند است اگر،  -2  كه داراي حداقل سه راس باشد،      G  يك گراف بيسوي   .قضيه
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)(, GVvu   . مجزا در   به هم وصل شوند–  مسير دروني −,vuجفت   به وسيله يك ∋

را از   u حذف يك راس نمي توانـد       مجزا باشد، مسيرهاي دروني  - ,vuداراي   G هنگامي كه    .اثبات

vچون اين مطلب براي هر جفت . جدا كندuv, ،برعكس،.  از اين رو شرط كافي است در نظر گرفته شده است  

),(با استقرا روي.  همبند است  -G ، 2فرض كنيم كه       vud ،   ثابت مي كنـيم كـه G اراي دودvu,-   مـسير

  . مجزا مي باشد–دروني 

),(=1هنگامي كه vudگراف ،uvG )زيرا   همبند است،− ) ( ) 2=≥′ GkGk  

uvG مسير در   -,vuيك      uv مسير متشكل از خود يـال -,vu  است كه از G مجزا در  –دروني   −

  .باشد

) براي گام استقرا،   , ) 1d u v k= مـسيرهاي   -,yxداراي  Gرا در نظر مي گيريم و فرض كنيم كـه            <

kyxd  مجزا مي باشد، هر گاه     –دروني <≤ - ,vuروي يك كوتاهترين     v  راس پيش از    wفرض كنيم    1),(

=−1داريم. مسير باشد  kwud  مجزا – مسيرهاي دروني   - ,wuداراي   Gفرض استقرا   بر  و از اين رو بنا     ),(

PQ, چون  .  استwG wG    همبند است،−  Pاگر اين مـسير از . است Rمسير مانند  -,vuشامل يك  −

 شـريك   ,PQممكن است در راسهاي دروني با هـر دوي         R اما     به پايان كار رسيده ايم،       اجتناب  كند،   Qيا

QP باشد كه به   R از    آخرين راس  xفرض كنيم   . باشد  مي توانيم فـرض كنـيم  نابر تقارن، ب.  متعلق است  ∪

x P∈ .,u v -   زير مسير ازP  را با vx,- زير مسير از R تركيب مي كنيم تا يكvu,- مجزا -مسير دروني 

wvQاز    . به دست مي آوريم∪
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P

u w v
Q

x
R

 مجـاور    ،yبا افزودن يك راس جديـد        Gاز ′G و   همبند باشد،  - kيك گراف   G اگر   )بسط لم   . ( لم

Gk آنگاه   به دست آيد،، G   راس از k حداقل   .همبند است - ,′

Syاگر.   است  ′Gيك مجموعه جداساز از      S فرض كنيم    .اثبات }، آنگاه     ∋ }yS −،  G جدا مـي   را

≤+1پس    كند، kS .  اگرSySyN ∉⊆ kSآنگاه   ، )(,  ـ   Gبايد   S،   در غير اين صورت    ≤  و   د،را جدا كن

kSهمباز  ≥.  

) اگر.قضيه ) 3≥Gn، همبند را مشخص مي كنند -2و گرافهاي (  شرايط زير هم ارزند  آنگاه .(

  .همبند است و داراي هيچ راس برشي نيست G .الف

)به ازاي هر  . ب ),x y V G∈،,x y-  مجزا وجود دارند–مسيرهاي دروني .  

)به ازاي هر  .پ )GVyx   .وجود دارد ,xyر ميانيك دو,∋

)  . ت ) 1Gδ   .روي يك دور مشترك قرار مي گيرند ،G ، و هر جفت از يالها در≤

ا      ,xyدورهـاي شـامل     . است) ب(و  ) الف( چند قضيه قبل هم ارز       .اثبات -,yxجفتهـاي    متنـاظر بـ

ه       ) ت ( ،)پ( ⇐) ت(براي  ). پ (⇔ )ب( پس     مجزا هستند،  –مسيرهاي دروني    ,xyرا براي يالهاي متصل بـ

  .مطلوب به كار مي بريم

) همبنـد اسـت و         -G،   2، فرض كنـيم   )ت( ⇐ )پ(،  )الف(براي   )GExyuv را بـا   wراسـهاي . ,∋
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