
 ساختمان گسسته

 

١٣  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  ) ۸۸سراسري ( چه عددي است؟ 7 بر عدد 893باقيمانده تقسيم عدد : تست
۱(2 ۲ (3 ۳ (4 ۴ (5 

 .  صحیح است4گزینه : حل

 قضيه فرما بر طبق
77 13 1−    در نتيجه ≡

  ( ) 7 7 7 7 7156 90 893 1 3 1 6 3 2 5≡ ⇒ ≡ ≡ − ⇒ ≡ − ≡  

 ساعت، چه روز و چه ساعتي خواهد بـود؟          7447 بعدازظهر روز چهارشنبه باشند بعد از گذشت         4اگر ساعت   : تست
  ) ۸۹سراسري (

   بعدازظهر 5شنبه ساعت ) ۲    زظهر  بعدا3يکشنبه ساعت )۱
   بعدازظهر 5يکشنبه ساعت ) ۴     بعدازظهر   3شنبه ساعت ) ۳

7 را بر 7447براي به دست آوردن جواب، ابتدا بايد باقيمانده : حل 24 168×   . آوريم  يعني تعداد ساعات در يک هفته را به دست مي=

  74 64 8 2 64 8 247 47 47 47 47+ += = × ×  

  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1682

168 1682 22

168 1682 24 74 64 8 2

168 1681682 28

168 1682 216

168 1682 232

47 2209 25

47 25 121

47 121 25 47 47 47 47

121 25 25 2547 25 121

47 121 25

47 25 121


= ≡ 


≡ ≡


≡ ≡ = × × ⇒
 ≡ × × ≡≡ ≡


≡ ≡


≡ ≡


  

 بعدازظهر يعني 4 ساعت است که يعني يک روز و يک ساعت بعد از چهارشنبه ساعت 25 معادل چند هفته به علاوه 7447بنابراين 
  . ها وجود ندارد  بعدازظهر که در گزينه5شنبه ساعت  پنج

  .  حذف گرديد۸۹اين سئوال در آزمون سراسري  ∗∗∗
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١٤  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  روابط بازگشتي 
  .پردازيم آيد مي  با استفاده از  روابط بازگشتي به دست مي به سادگيها  به چند مسئله کلاسيک که جواب آنات ابتدمسقدر اين 

 ديسک با قطرهاي متمايز داريم که nيله عمودي و شود که ما يک تخته به همراه سه م اين مسئله به اين صورت مطرح مي: ـ برج هانوي

ها را از يک ميله به  خواهيم حداقل تعداد حرکات براي انتقال اين ديسک مي. ها به ترتيب طول قطرشان روي يک ميله قرار دارند ديسک
  . به کنيماي ديسکي روي ديسک ديگر با قطر کمتر قرار نگيرد را محاس ميله ديگر، به شرط آن که روي هيچ ميله

n   : آن برابر بارابطه بازگشتي n 1h 2h 1−= +  

kبراي محاسبه تعداد حرکات در کل هم کافي است از فرمول 
kh 2 1=   .  استفاده کنيم−

يعني دو ديسک با قطر  (هاي آن با هم برابرند  ديسک در اختيار داريم که دو به دو قطر ديسک2nي با ويک برج هان: ي مضاعفوـ هان

1r 2 ، دو ديسک با قطرr (... ها را از مبداء به ميلة  توان کلية ديسک هاي مسئله قبل، با حداقل چند حرکت مي با در نظر گرفتن محدوديت
  . مقصد انتقال داد

  2n 2n 2h 2h 2−= +  

توانند سپس از دو ماه بالغ   ابتداي يک ماه يک جفت خرگوش نوزاد داريم، هر جفت خرگوش نوزاد مي درفرض کنيد : وناچيـ اعداد فيب

  اگر در ابتداي ماه اول يک جفت خرگوش داشته باشيم در ابتداي ماه . توليد کنند) يک نر و يک ماده(شوند و هر ماه يک جفت خرگوش 
nت؟  ام چند جفت خرگوش خواهيم داش  

  : رابطه بازگشتي اين مسئله به صورت زير است

nf = n 1 n 2 n 2 n 2 n 1 n 2f f f f f f− − − − − −

 
 = − + + = +
 
 


 
    

ها ماه بعدي يعني در ابتداي ماه پنجم  هاي آن کند ولي بچه  در ابتداي ماه چهارم يک جفت خرگوش اوليه يک جفت توليد مي:توضيح

nبنابراين اگر در ماه . توليد مثل خواهند کرد n به تعداد −1 1f n خرگوش و در ماه − n به تعداد −2 2f  جفت خرگوش داشته باشيم −

nام به تعداد   nدر ماه  1 n 2f f− ) خرگوش خواهيم داشت، زيرا در ابتداي ماه +− )n n ام از −1 1f  جفت خرگوش موجود −

n 1 n 2f f−   . ام توليد مثل خواهند کرد nهايي هستند که در ماه  گوشر و بقيه خ خرگوش نوزاد−−
  :1,1,   سري فيبوناچي...,2,3,5,8,13
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١٥  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  . ناچي به صورت زير استورابطه بازگشتي دنباله فيب
  n n 1 n 2f f f n 3− −= + ≥  

  ( ) ( )f 1 1 f 2 1= =  

  )کاشي(مسئله دومينو  -
2فرض کنيد يک مستطيل  n× داريم که n∈2خواهيم اين مستطيل را با مقواهايي مستطيل شکل به ابعاد  مي.  است  ، به نام ×1

2به چند طريق مستطيل . بپوشانيم) کاشي(دومينو  n×نبايد روي هم قرار ) ها يکاش(دومينوها (شوند   با دومينوها کاملاً پوشانده مي
  .)گيرند

  n n 1 n 2d d d n 3− −= + ≥  

}و با توجه به اين که رابطه بازگشتي  } { }n nf , d يکسان هستند )nf پس داريم) سري فيبوناچي رابطه بازگشتي :  

  n n 1d f +=  

  ) خطوط در صفحه(مسئله  -
  . شود به اين صورت نوشته ميnI خط راست را در صفحه به دست آوريم رابطه بازگشتي nخواهيم حداکثر نواحي ايجاد شده با رسم   مي

  
  n n 1l l n n 2−= +    رابطه بازگشتي≤

  . توان از رابطة زير استفاده نمود  مي راست خطnبراي محاسبه تعداد نواحي ايجاد شده توسط 

  ( )n n 1
ln 1

2
+

= +  

  ها  مسئله زاويه -
  :  زاويه باشد در اين صورتnهاي ايجاد شده توسط اين  حيه تعداد ناnZ زاويه در صفحه رسم شده باشند و nاگر 

  ( ) 2
n 2n

2n 2n 1
Z l 2n 1 2n 2n n 1

2
+

= − = + − = − +  
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١٦  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  مسئله ژوزف  -
  ها به جاي  آن. ها در غاري به تله افتاده بودند  نفر يهودي توسط رومي41هاي رومي ژوزف به همراه  در زمان جنگ يهوديان و کاتوليک

اي تشکيل دادند و قرار شد به يک نفر خنجري  ها دايره دکشي کنند براي انجام اين کار آنها ترجيح دادند خو  رومياسير شدن توسط
 کشته ستخوا ژوزف که نمي.  انجام بدهندرا تا انتها بدهند و هر نفر، بغل دستي خود را بکشد و خنجر رابه نفر بعدي بدهد و همين کار

  . ن سالم بدر ببردشود به سرعت به محاسبة مکاني پرداخت که کشته نشود و جا
  : رابطه بازگشتي مسئله ژوزف به صورت زير است

( )
( ) ( )
( ) ( )

J 1 1
J 2n 2J n 1 n 1
J 2n 1 2J n 1 n 1

=
 = − ≥
 + = + ≥

 

 
ü توان از فرمول زير استفاده نمود براي محاسبه ساده تر رابطة بازگشتي ژوزف مي: نكته .  

  ( ) ( )lg nJ n 2 n 2 1  = − +  

 مقدار خروجي به ترتيب برابـر       2200 و   729 برابر   nادير  با توجه به تابع روبرو ليست حلقوي مذکور به ازاي مق          : تست
    )۱۳۸۹ـ سراسري مهندسي کامپيوتر(چند خواهد بود؟ 

    

( ){int SO LIST*L  

( ){While L next ! L→ =  

L next L next next→ = → →  
L L next ;= →  

}  

return L data ;→  

}  

۱ (40,1  
۲ (1,1  
۳ (2200,729  
  هيچ کدام ) ۴
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١٧  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

 .  صحیح است4گزینه 

  ( ) ( )J 729 2 729 512 1 435= − + =  
  ( ) ( )J 2200 2 2200 2048 1 305= − + =  

v مرتبهه زماني رابطه بازگشتي ژوزف ازباشد که مرتب لازم به ذکر مي  ( )O n lg nباشد  مي .  

  ) نردبان(مسئله پله  -
  مسير رادتوان به چند طريق مياين فرد . تواند بالا رود ها را يکي يکي يا دو تا يکي مي اين شخص پله.  پلکان بالا رودnخواهد از  شخصي مي

  . دنطي ک
  n n 1 n 2a a a− −=    رابطه بازگشتي :+
  1 2a 1 a 2= =  

}ها از مجموعه      هاي آن    رقمي را در نظر بگيريد که هر کدام از رقم          nتمام اعداد   : تست اند بـه      انتخاب شده  1,2,3,4{
کدام گزينـه   .  رقمي با اين خاصيت باشد     n تعداد اعداد    naاگر  . گيرد   قرار نمي  4 سمت راست رقم     3طوري که رقم    

}به ازاي  }n 0∈صحيح است  :  
۱(n n 1a 4a 1−= −    ۲( n 2

n n 1a 4a 6 −
−= −  

۳ (n 1
n n 1a 3a 3 −

−= +    ۴ (n n 1 n 2a 2a 6a− −= +  
 .  صحیح است3گزینه  :حل

) اعداد عدادخواهيم ت مي )n  رقم بعدي هر عدد n باشد، 3 يا 2,1 رقمي با خاصيت مورد نظر را به دست آوريم اگر رقم سمت چپ +1
nباشد،۴ اگر رقم سمت چپ. واند باشدت  رقمي با خاصيت مطلوب مسئله مي   n 4 يا 2 ، 1توانند  ولي هر کدام مي.  باشند3 رقم ديگر نبايد 

n حالت دارد و در نتيجه n3بنابراين . باشند
n 1 na 3a 3+ = n و يا به طور کلي + 1

n n 1a 3a 3 −
−= + .   

  
  .  صفر متوالي ندارند 3 بيتي که 8هاي  عداد رشتهرابطه بازگشتي ت: مثال
  :حل

  
  

n n 1 n 2 n 3a a a a− − −⇒ = + +  
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١٨  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  حل روابط بازگشتي 

  هاي متوالي  ـ حل روابط بازگشتي از طريق جايگذاري
  .  بيان شودnفقط بر حسب ) جمله عمومي (naمنظور از حل يک رابطه بازگشتي به دست آوردن فرمولي برابر جملة عمومي آن است که 

  . هاي متوالي است که هميشه قابل استفاده نيست گذارييراي روابط بازگشتي، روش جابترين روش حل  ساده
1 رابطه بازگشتي :مثال n n 1a 1 , a 2a 1−= =   .  را حل کنيد+

  ( )n n 1 n 2a 2a 1 2 2a 1 1− −= + = + +  

  2
n 22 a 2 1−= + +  

  ( )2
n 32 2a 1 2 1−= + + +  

  3 2
n 32 a 2 2 1−= + + +  

  n 1 n 2
12 a 2 2 1− −= = + + + +   

  
n

n 1 n 2 n2 12 2 2 1 2 1
2 1

− − −
= + + + + = = −

−
  

  ـ روابط بازگشتي خطي همگن با ضرايب ثابت 
0)۱(  روابط بازگشتي به صورت  n 1 n 1 m n mC x C x C x 0− −+ + + =خطي . يب ثابت گوييما را رابطه بازگشتي همگن با ضر

)ها يک است و همگن است چون nxت چون درجه کليه سا )f n براي حل اين دسته از روابط بازگشتي کافي است .  است=0
n

nx r=اي از درجه   را جايگزين در اين رابطه کنيم و آن را تبديل به يک چند جملهm معادله مشخصه ،يا  چند جملهاينبه .  کنيم 
  :  به فرم زير است وگويند

  n n 1 n m
0 1 mC r C r C r 0− −+ + + =  

nبا ضرب طرفين معادله بالا در  m
1

r −
m     )٢( به معادله  m 1

0 1 mC r C r C 0−+ + + =رسيم  مي .  

1حال فرض کنيد  2 mr , r , , rتوان سه پيشامد را متصور شد ت ميدر اين صور. باشد) ٢(رابطه هاي معادله مشخصه   ريشه:   

١(m ريشة متمايز وجود داشته باشد که در اين صورت مسئله به فرم )٣ (n n n
n 0 1 1 2 m mx K r K r K r= + + +شود که در آن   مي

0يب اضر 1 mK ,K , ,Kشود  به وسيله مقادير اوليه مشخص مي .  
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١٩  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

شود فرض کنيد   ميهمراه در پشت جواب عمومي nهايي از ضريب   تکراري باشد که در اين صورت با توانهاي داراي ريشه) ٢

1 2 3r r r=   :رم در اين صورت جواب به ف=

)                                                                                                           ۴ (  n n 2 n
n 1 1 2 2 3 3x K r K nr K n r= + +  

کنيم سپس آن را به فرم  هاي مختلط را محاسبه مي ريشه) ١(معادله مشخصه ريشه صحيح نداشته باشد در اين صورت مانند حالت ) ٣
  .نويسيم مي) ٣ ( معادلة

  . را بدانيد… هاي مختلف نمايش اعداد مختلط را از قبيل فرم قطبي، فرمول اويلر و   در اين حالت بايد فرم:تذکر

ü  توان فرم بستة آن را به  دنباله فيبوناچي از نوع بازگشتي خطي همگن با ضريب ثابت است پس مي: نکته
  . صورت زير به دست آورد

  n n 1 n 2f f f n 1− −= + >  
  0f 0=  

  1f 1=  
   :آوريم ميابتدا معادله مشخصه اين رابطه را به دست 

  2r r 1 0− − =  

  1 2
1 5r , r

2
±

=  

1کنيم و در آخر با استفاده از مقادير  جواب عمومي رابطه بازگشتي را تعيين مي) ١(حال با استفاده از رابطه  0f , fيب را ا مقدار صحيح ضر
  . آوريم به دست مي

  
n n

n 1 2
1 5 1 5f K K

2 2
   + −

= +      
   

  

  0 1 2f 0 K K 0= ⇒ + =  

  1 1 2 1 2
1 5 1 5 1 1f 1 K K 1 K , K

2 2 5 5
   + −

= ⇒ + = ⇒ = = −      
   

  

  : پس جواب نهايي به صورت زير است

  

( ) ( )2 n

n

1 5 1 5

2 2
f

5

   + −
   −
   
   =  
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٢٠  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  ـ روابط بازگشتي خطي ناهمگن با ضرايب ثابت 
)) ٥(رابطه بازگشتي به فرم معادله  )0 n 1 n 1 m n mC x C x C x g n− −+ + + = که در آن ( )g n  باشد را يک رابطه ناهمگن ≠0

 بازگشتي همگن براي حلشان روش  روابط برخلاف روابطاين.  نوع خاصي از رابطه ناهمگن استتوان گفت رابطه همگن سپس مي. گويند
  . شويم شنا  ميها آ هايي ارائه شده که ما در اين قسمت با چند روش از آن هاي مشخصي از روابط روش ي وجود ندارد اما براي فرممعا

) جواب عمومي فرم همگن شده با فرض nUاگر )١ )g n )باشد و ) ٥( معادله  در=0 )V n نيز جواب خصوصي معادله ناهمگن اين 

nبه صورت ) ٥(معادله باشد در اين صورت جواب رابطه بازگشتي ناهمگن  n nx V U=   .  خواهد بود+

 ما براي استفاده از اين روش، نياز به پيدا کردن جواب خصوصي معادله ناهمگن داريم که ممکن است کار آساني نباشد اما يک :تذکر

)هاي استاندارد نسبتاً ساده  روش کلي براي فرم )g nوجود دارد که به صورت زير است  :  

)مانند : اي چند جمله • ) 2g n 5n 2n 1= − + 

)مانند : نمايي  • ) ng n 3= 

)  مانند: نمايي Xاي  چند جمله • ) ( )n 2g n 2 5n 3n 1= + +  

)) ٦( روبرو را زگشتي ناهمگنرابطه با) ٢ )n n 1 n 2t At Bt g n− −= + ) که در آن + ) ng n S=) اي از درجه  چند جملهN ( است در

2rيعني ) ٦( ريشه معادله مشخصه رابطه Sدر اين صورت اگر . نظر بگيريد Ar B 0− −   : نباشد آنگاه يک جواب خصوصي به فرم =

  ( )n 2 N
n 0 1 2 NV S C C n C n C n= + + + +  

  .  خواهد داشت
  . به فرم زير خواهد بود) ٦(باشد آنگاه جواب خصوصي رابطه بازگشتي ) ٦(ه ام معادله مشخصm ريشه  Sاما در صورتي که 

  ( )n m 2 N
n 0 1 2 NV S n C C n C n C n= + + + +  

v که  دقت کنيد که در صورتي( )g nاي مانند  اي ساده  چند جمله( ) 2g n 5n 2n 1= − S باشد آنگاه + ) ٢( در روش =1
  . سوب خواهد شدمح
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 ساختمان گسسته

 

٢١  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  .رابطه بازگشتي روبرو را در نظر بگيريد : مثال
  ( )n n 1 n 2a 6a 9a g n− −= − +  

)معادله مشخصه آن برابر با  )22r 6r 9 r 3 0− + = −   .  خواهد بود=









  

)ـ اگر ١ ) ng n n باشد آنگاه =3 2
nV 3 An= بود خواهد .  

)ـ اگر ٢ ) ( )ng n 3 5n 1= ) باشد آنگاه + )n 2
nV 3 n An B=   .  خواهد بود+

)ـ اگر ٣ ) ( )n 2g n 2 2n 4= ) باشد آنگاه + )n 2
nV 2 An Bn C= +   .  خواهد بود+

)رابطه بازگشتي  : مثال )n n 1 n 2a 3a 2a g n− −= −   .  را در نظر بگيريد+

  ( )( )2r 3r 2 r 1 r 2 0− + = − −   معادله مشخصه : =
)حال اگر  )g n 3n 1= )باشد در اين صورت جواب خصوصي رابطه بازگشتي به فرم + )nV n An B=  خواهد بود زيرا در اينجا +

S   . وجود داشته باشدnV بايد در n يک ريشه معادله مشخصه است بنابراين Sباشد و   مي=1

  ـ روابط بازگشتي خطي ناهمگن با ضرايب متغير 
)در صورتي که در معادله  )0 n 1 n 1 2 n 2 m n mC x C x C x C x g n− − −+ + + + = 0 به جاي ضرايب i m≤  توابعي iC  در و≥

ناميم براي اين گونه روابط بازگشتي روش حل عمومي  متغير ميبا ضرايب همگن  وجود داشته رابطه بازگشتي حاصله را خطي ناnاز 
در اين قسمت . اي هستند هاي پيچيده هايي ارائه شده است که بعضاً روش ها روش هاي خاصي از آن شناخته شده وجود ندارد اما براي گونه

  . دهيم ا روش استفاده از آن را شرح ميپردازيم و تنه مي» مجموع ضرايب«فقط به يک روش نسبتاً ساده به نام 
)) ٧(گشتي به فرم مرتبه اول يعني  بازـ در صورتي که رابطه  ) ( ) ( )n n 1f n x g n x h m−= توان با روش   باشد در اين صورت مي+

  .  اين معادله بازگشتي را حل نمود،مجموع ضرايب

))  ٨(را در عبارت ) ٧(دو طرف رابطه  ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f n 1 f n 2 ...f 1
S n

g n g n 1 ...g 2
− −

=
−

به فرم روبرو ) ٧(گشتي بازبنابراين رابطه . کنيم  ضرب مي

)) ٩. (دهد تغيير شکل مي ) ( )n n 1Y Y S n h n−= +  
)که در آن  ) ( )n nY g n 1 S n 1 x= +   . م روبرو بيان کنيمفر را به nxدهد که  به ما اين قابليت را مي) ٩(باشد رابطه   مي+

)۱۰(   
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n
n 0

K 1

1x S 1 g 1 x S k h k
S n f n =

 
= +  

 
∑  

)بنابراين براي حل اين گونه روابط کافي است مجموع ضرايب . باشد مي) ٧(که اين رابطه جواب رابطه بازگشتي  )S n رابطه را به دست 
  . دهيم تا جواب رابطه به فرم بسته به دست آيد قرار ) ۱۰(م و آن را در معادله آوري

24 Section 1 www.Toghraee.ir



 ساختمان گسسته

 

٢٢  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  : پيچيدگي يک الگوريتم به صورت زير مشخص شده استتابع: تست

( ) ( ) 5T n T n 1 n 1
n

= − + >  

( )T 1 0=  
  :  الگوريتم برابر است با زماني اين مقدار کوچکي نباشد پيچيدگي nقدار در حالتي که م

۱( ln nO
5

 
 
 

  ۲ (( )O ln n  ۳ (( )2O n  ۴( ( )O 5lg n  

 .  صحیح است2گزینه  :حل
  :  در دو طرف رابطه بازگشتي به فرم زير نوشتnتوان با ضرب  رابطه بازگشتي فوق را مي

  ( ) ( )nT n nT n 1 5 n 1= − + >  
)که در آن  ) ( ) ( )h n 5 , g n n , f n n= =   ادله ل مجموع ضرايب را با استفاده از مع حا=

  ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f n 1 f n 2 f 1
S n

g n g n 1 g 2
− −

=
−




  

: حساب کرد و آن را در معادلهتوان  مي
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n

n 0

k 1

1x S 1 g 1 x S k h k
S n f n

=

 
 = +  
 

دهيم تا جواب رابطه بازگشتي به   قرار مي∑

   .دست آيد

  ( ) ( )( )
( )( ) ( )

n
n

k 1

n 1 n 2 1 1 1S n T n 5 5H
n n 1 n 2 2 n k=

− −
= = ⇒ = =

− − ∑



  

  در نهايت با استفاده از فرمول 

  n
1H ln n O
n

 ≈ +γ +  
 

  

0.58γکه در آن  ) است جواب رابطه بازگشتي برابر با ≈ )O ln nباشد  مي٢شود پس گزينه صحيح   مي .  

  ) ۸۶مهندسي کامپيوتر ـ سراسر : (يک رمز يک رشته دهدهي است که : تست
   نباشد 0شامل 
  .  نباشد11 , 12 , 21 , 22شامل 

 است که در آن اي توضيح که رشته دهدهي رشته( باشد، کدام رابطه درست است؟ n رمزهاي به طول  تعدادnaاگر 
  ).  استفاده شده باشد9 تا 0فقط از ارقام 

۱( n n 1 n 2a 7a 8a− −= +    ۲ (n n 2 n 3a 77a 8a− −= +  
۳ (n n 1 n 2a 7a 7a− −= +    ۴ (n n 1 n 2a 7a 14a− −= +  
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 ساختمان گسسته

 

٢٣  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

 .  صحیح است4گزینه  :حل

  
)فرض کنيم   : تست   )P n ,k    تعداد افرازهاي n    ًبه دقيقا k   جمعونـد بـه هـر يـک از         (باشـد   ) صحيح مثبت ( جمعوند

)کـدام رابطـه بازگشـتي در مـورد          .)  شـود گوينـد    nها برابر     اعدادي که حاصل جمع آن     )P n,k     صـحيح اسـت؟ 

( )n ,k +∈)  ۸۸مهندسي کامپيوتر ـ سراسري(  

۱( ( ) ( ) ( )P n ,k P n k ,k P n 1,k= − + −  ۲ (( ) ( ) ( )P n ,k P n 1,k 1 P n k ,k= − − + −  
۳ (( ) ( ) ( )P n ,k P n k ,k 1 P n 1,k 1= − − + − −  ۴ (( ) ( ) ( )P n ,k P n k ,k 1 P n 1,k= − − + −  
 .  صحیح است2گزینه : حل

1ورت مجموع  را به صn عدد صحيح و مثبت nتوان  هايي که مي تعداد روش: توضيح k n≤  عدد صحيح و مثبت نوشت برابر است با ≥
n 1
n k

− 
 − 

) در نتيجه  )
n 1

p n,k
n k

− 
= − 

  .  است٢توان دريافت پاسخ گزينه   با يک جايگذاري ساده در گزينه مي
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 ساختمان گسسته

 

٢٤  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  تابع مولد 

}ي ايک تابع مولد بر }i i 0a ∞
) عبارتست از سري تواني = ) i

i
i 0

f x a x
∞

=
= ∑  

  : ياد آوري 
xدر صورتي    :  باشد آنگاه >1

  2 31 1 x x x ...
1 x

= + + + +
−

) ١  

  2 3 41 1 x x x x ...
1 x

= − + − + −
+

) ٢  

  
( )

2 3 4
2

1 1 2x 3x 4x 5x ...
1 x

= + + + + +
−

) ٣  

  
( )

k
2

k 0

x k x
1 x

∞

=
=

−
∑) ٤  

  
( )

2
3

1 3 2 4 31 x x ...
2 21 x

× ×
= + + +

−
) ٥  

  
( )

n
m

n 0

m 1 n1 x
m 11 x

∞

=

− + 
=  − −

∑) ٦  

  2 2 3 31 1 Cx C x C x ...
1 Cx

= + + + +
−

) ٧  

ü در صورتي که    : نکته{ } { }n nn 0 n 0b , a∞ ∞
= ) دو دنباله از اعداد حقيقي باشند که بـه ترتيـب بـا تـابع مولـدهاي      = )aG s و 

( )bG s  شند در اين صورت شرط لازم و کافي براي آن که به ازاي هر                متناظر باn na b , n 0=  شود آن اسـت کـه بـه        ≤
) ،S  ازاي هر ) ( )a bG s G s=  

ü  اگر : نکته{ } { }n nn 0 n 0b , a∞ ∞
= )  دو دنباله از اعداد حقيقي به ترتيب با توابع مولد = ) ( )b aG x , G x باشند در اين 

  : صورت

)ـ به ازاي هر عدد حقيقي با تابع ١ )acG x تابع مولد دنباله { }n n 0ca ∞
  .  است=

nـ تابع مولد ٢ n nc a b= ) برابر + ) ( )a bG x G x+است  .  

)ـ ٣ ) ( )n
n

1a G 0
n!

=  

ـ تابع مولد دنباله ٤
n

n k n k
k 0

c a b −
=

= ) عبارتست از ∑ ) ( )a bG S .G S .  
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 ساختمان گسسته

 

٢٥  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

nتابع مولد دنباله  : مثال
1 1 1C 1 ...
1! 2! n!

= + + +   .  را بيابيد+

nبا فرض : حل n
1b 1 , a
n!

=  .  کافی است تابع مولد این دو را در هم ضرب کنیم=

  : يمبنابراين دار

  ( )
2

x
a

xG x 1 x ... e
2!

= + + + =  

  ( ) 2
b

1G x 1 x x ...
1 x

= + + + =
−

  

  ( )
x

x 1 eG x e .
1 x 1 x

= =
− −

  

ü در صورتي که تابع مولد دنباله  : نکته{ }na برابر ( )G xباشد در اين صورت  :  
)ـ ١ )G x′ تابع مولد ( ){ }n 1n 1 a   .  است++
)ـ ٢ )x G x′ تابع مولد دنباله { }nn aاست  .  

)ـ ٣ )
x

0
G t dt∫ تابع مولد دنباله n n

0 n 0
C a 1 n 1

n

=
=  −

≥

  .  است

ü اگر  : نکته( )g x تابع مولد دنباله { }ra باشد ( ) ( )1 x g x− تابع مولد دنباله r r 1a a ) است و −− )g x
1 x−

 تابع مولد دنباله 

r
r i

i 0
b a

=
=   .  است∑

2تابع مولد براي  : مثال
ra 2r r=   . را بيابيد+

): حل ) 1g x
1 x

=
−

}تابع مولد دنباله  )بنابراین .  است1{ ) ( )f x xg x′= تابع مولد { }r است در نتیجه ( )xf x′ هم تابع 

) کافی است ra تابع مولد دنباله  است بنابراین براي به دست آوردن2rمولد دنباله  ) ( )( )2xg x x xg x ′′  را محاسبه +′
 : کنیم که عبارتست از

  
( ) ( )

2

2 3
2x x x

1 x 1 x

+
+

− −
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 ساختمان گسسته

 

٢٦  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

)اگر : تست )G x يک تابع مولد براي دنباله { }n n 0a ∞
}د براي دنباله  باشد آنگاه يک تابع مول= }n n 0na ∞

   چيست؟ =

۱(( )G x  ۲ (( )G nx  ۳ (( )xG x′  ۴ (( )nG x  

 .  صحیح است3گزینه : حل

  { } 2
n 0 1 2n 0na 0 a 1 a x 2a x ...∞

= = × + × + +  

  ( ) 2
0 1 2G x a a x a x ...= + + +  

  ( ) 2
1 2 3G x a 2a x 3a x ...′ = + + +  

  .  ضرب کنيم دنباله مورد نظر به دست خواهد آمدx را در يک ′Gاگر 

  ( ) { }n n 0x G x n a ∞
=′ =  

2تابع مولد دنباله : تست  3a,0,1,a,a ,a a که در آن ...,   کدام است؟ ≠0

۱(a x
1 x+

  ۲ (x
1 a x+

  ۳ (
2a x

1 x−
  ۴ (

2x
1 ax−

  

 .  صحیح است4گزینه : حل
ب ي هم براي کليه جملات ضر٣ينه زها يک در ميان مثبت و منفي است، گ تواند باشد زيرا جملات توليد شده از طريق آن  نمي٢ و ١گزينه 

aصحيح است٤رد در نتيجه گزينه  دا  .  

  ( )2 2 2 2 3 3 2 3 2 41x x 1 ax a x a x ... 0 0 x x ax a x ...
1 ax

  = + + + + = + × + + + + − 
  

  : راه حل ديگر 

  2 3 2 4 3 5 2 2 2 3 30 0x 1x ax a x a x ... x 1 ax a x a x ... + + + + + + = + + + +   

nتابع مولد دنباله : تست
n 4

a
n
+ 

= 
 

   کدام است؟ 

۱(
( )5

1

1 x−
  ۲ (

( )n
1

1 x−
  ۳ (( )n1 x−  ۴ (( )51 x−  

 .  صحیح است1گزینه 

  
( )

n n
m

n 0 n 0

n m 1 n 5 11 x x
n n1 x

∞ ∞

= =

+ − + −   
= =   

   −
∑ ∑  

29 Section 1 www.Toghraee.ir



 ساختمان گسسته

 

٢٧  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  ـ کاربرد توابع مولد در حل مسائل ترکيباتي 
هاي در نظر  تقسيم کنيم با محدوديت) که دو به دو متمايز هستند(اي خاص   نفر يا دستهm مشابه را بين شي nـ در حالتي که بخواهيم ١

  . توان از تابع مولد استفاده کرد يگرفته شده م

 سيب و به نفر دوم 2 سيب مشابه را بين سه کودک طوري تقسيم کنيم که به نفر اول حداقل 12فرض کنيد  : مثال
   سيب بين اين سه کودک تقسيم شوند چيست؟ 12هاي ممکن براي اينکه اين  تعداد حالت.  سيب برسد1حداقل 

  2 3 1 2 3 0 1 2 3

A CB

x x ... x x x ... x x x x ...
   
 + + + + +  + + + +          

   

  2 6 4 12x x x x= : توان اين کار را کرد تعداد حالتي که مي  
  يا   

  5 7 0 12x x x x=  
  .خواهيم   را مي12xبه عبارتي ديگر ضريب 

  ( ) ( )( )
( )

3
2 2 2 2

3
xx 1 x x ... x 1 x x ... 1 x x ...

1 x
+ + + + + + + + + =

−
  

  
( )

3 3 n n 3
3

n 0 n 0

n 2 n 21x x x x n 3 12 n 9
n n1 x

∞ ∞
+

= =

+ +   
× = ⇒ + = ⇒ =   

   −
∑ ∑  

11آيد  با يک جايگذاري ساده جواب به دست مي
9

 
 
 

  

  : راه حل ديگر

  1 2 3
2 1

9 3 1 11
x x x 9

9 9+ +

+ −   
+ + = ⇒ =   

   
  

1دنباله : تست 2 na ,a ,..., a که { }ia 2,1,2∈ 1اي ناميم، هرگاه   تکهkها را − 2 na a ... a k+ + +  kb فرض کنيد =
   چقدر است؟ 5bاي متمايز باشند، تعداد   تکهkهاي  تعداد دنباله

۱(8 ۲ (11 ۳ (16 ۴ (21 
 .  صحیح است4گزینه : حل

  1 2 na a ... a 5+ + + =  

  ( ) ( ) ( )2 2 2x 2x x 2x ... x 2x+ + + + + +  
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