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  :شود  استفاده ميxe فرد يا طبقه متمايز با محدوديت خاص قرار دهيم از تابع مولد mين ي متمايز را بخواهيم ب شnـ اگر ٢
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  . شود مورد نظر ماست ب مي ضر!n که در nxکه در اين صورت ضريب 
همانند توزيع کرد به طوري که در جعبه اول تعداد زوج و در جعبه غير مهره غير همانند را در سر جعبه 21توان   طريق ميبه چند :مثال

   ها قرار گيرند؟ دوم تعداد فردي از مهره
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ü  نکته :  
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  ها  خاصيت رابطه
  : ـ تعاريف 

)گوييم هرگاه به ازاء هر   بازتابي ميA را روي مجموعه Rـ رابطة ١ )x , x R , x A∈ ∈  
,xناميم هرگاه به ازاي هر   متقارن ميA را روي مجموعه Rـ رابطه ٢ y A∈ از ( ) ( )y, x R , x, y R∈   . شود  نتيجه ∋
,x گوييم هرگاه به ازاي هر متعدي A را روي Rرابطه .  مفروض استAـ مجموعة ٣ y, z A∈ از ( ) ( )x, y , y, z A∈ ، 

( )x, z R∈ شود نتيجه .  
a,b را پادمتقارن ناميم هرگاه به ازاي هر R مفروض است، A بر روي مجموعه Rـ رابطه ٤ A∈ از bRa ,aRb بتوان نتيجه گرفت که 

a b=به زباني ديگر يعني .  است :  
  x, y A:xRy , yRx x y∀ ∈ → =  

  يا   
  x, y A:x Ry , x y y R∀ ∈ ≠ → x  

  
)   ضد بازتابي است هرگاه Rـ رابطه ٥ )x A; x , x∀ ∈ ∈   

ü بر روي مجموعه در حالت كلي  : نکته{ }A 1,2,..., n=ه خواص توان نوشت به طوري ک ه ميهايي ک  تعداد رابطه
   : را دارا باشند به صورت زير استزير

: ـ بازتابي باشد ١
2n n2 −  

: ـ متقارن باشد ٢
2n n
22
+

  

: ن باشد رـ پاد متقا٣
2n n

n 22 3
−

×  

ـ بازتاب و پاد متقارن باشد ٤
2n n
23
−

  

ن باشد ـ بازتاب و متقار٥
2n n
22
−

  
  n2ـ متقارن و پاد متقارن باشد ٦

}مجموعه  : تست }A a ,b ,c ,d=       مفروض است چند رابطه روي A              وجود دارد به طوري کـه خـواص پـاد متقـارن و 
  . را دارا باشد) هر دو(بازتابي 
۱( 53  ۲ (63  ۳ (73  ۴ (83  
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 .  صحیح است2گزینه  :حل

  
2n n 16 4

62 23 3 3
− −

⇒   پاد تقارني و بازتابي : =
n  :چند نكته 4=  

ü  رابطهR 1 متقارن است اگر و فقط اگرR R−=  

ü  رابطهR 2 متعدي است اگر و فقط اگرR R⊆  
ü  اگرR بازتاب باشد Rضد بازتاب است و بالعکس  .  
ü  اگرR متقارن باشد Rنيز متقارن است و بالعکس  .  

ü  اگرR 1 هر خاصيتي داشته باشد آنگاهR−ن خواص را داردا نيز هم .  

2فرض کنيد   : تست 1R ,R         دو رابطه بازتابي و متقارن روي مجموعه A     هـاي زيـر درسـت         باشند کدام يک از گزاره
  ) ۸۲سراسري (نيست؟ 

۱(2
1 1R R⊆  

۲ (1 2R R∆متقارن نيست  .  
۳ (1Rمتقارن است  .  
۴ (1 2R R∆ بازتابي نيست ( ) ( )1 2 1 2 1 2R R R R R R∆ = −   
  .  صحیح است2گزینه : حل

 :نکات بسیار مهم 
2اگر  - 1R ,R دو رابطه روي مجموعه Aباشند آنگاه  :  
ü  2اگر 1R ,R 1 بازتابي باشند آنگاه 2R Rنيز بازتابي هستند  .  
ü  2اگر 1R ,R 1 متقارن باشند آنگاه 2R Rنيز متقارن هستند  .  
ü  2اگر 1R ,R 1 پادمتقارن باشند آنگاه 2R Rادمتقارن هستند نيز پ .  
ü  2اگر 1R ,R 1 تعدي باشند آنگاه 2R Rنيز تعدي هستند  .  
A که در آن Aدر مجموعه  - n=باشد در اين صورت  :  
ü  اگرR رابطه اي بازتابي روي A باشد آنگاه R n≥  
ü  2اگر 1R ,R دو رابطه روي A 1 باشند و 2R R⊆ 1 باشد در اين صورت اگرR باشد  مي)متقارن، پادمتقارن، تعدي( بازتابي .

  . است) ، تعديمتقارن، پادمتقارن( بازتابي 2Rآنگاه 

ü  اگرRي هم ارزي روي  ا  رابطهA 2 باشد آنگاهn R n≤ ≤  
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ü  رابطهR روي مجموعة A را به ترتيب جزئي يا رابطه ترتيبي جزئي گوييم هرگاه R،پادمتقارن، و تعدي را   سه خاصيت بازتابي 
  . داشته باشد

ü  رابطه هم ارزيR روي مجموعة Aدي را داشته باشداي است که سه خاصيت بازتابي، متقارن و تع  رابطه .  
ü  اگرA يک مجموعه و Iاي انديسگذار به ازاي هر   مجموعهiR ,i I∈اي روي   رابطهAباشد آنگاه  :  

ii I R∈ روي A بازتابي است اگر و فقط اگر هر iR روي Aاما براي .  بازتابي باشدii I R∈ باشد نمي اين رابطه صحيح .  

ü  2اگر 1R ,R دو رابطه متقارن روي مجموعه A1اگر .  باشند 2 2 1R .R R .R⊆ 1 باشد آنگاه 2 2 1R .R R .R=است  .  

ü هاي  به ازاي مجموعهC , B , A 2 و روابط 1R B C , R A B⊆ × ⊆ )شد آنگاه  با× )c c c
1 2 2 1R .R R .R=است  .  

ü  اگرRاي بازتابي روي مجموعه   رابطهA باشد آنگاه ( ) 2R.R R نيز روي Aبازتابي است  .  
ü  :هاي  اگر به ازاي مجموعهC , B , A 3 روابط 2 1R B C , R B C , R A B⊆ × ⊆ × ⊆ توان   باشد در اين صورت مي×

)   : نتيجه گرفت که  ) ( ) ( )1 2 3 1 2 1 3R . R R R .R R .R=    

ü A B A B2 2 2⊆   
ü  هنگاميA B A B2 2 2=  است که B A⊆ باشد يا A B⊆ .   

  هاي زير درست است؟  کدام يک از گزاره: تست
۱(A B A B2 2 2=     ۲ (A B A B2 2 2=   

۳ (A B A\B2 \ 2   ۱ و ۳موارد ) ۴    =2
 .  صحیح است1گزینه  :حل

ü هاي  تعداد زير مجموعه: نکتهK عضوي يک مجموعه n عضوي برابر است با : n
k

 
 
 

  

  
1

n
n 1 n 1

k
K 1 K


  = − −     +      −   

  

  ( )
nn n n 1 n n k k

k 0

n n n n
x y x x y y x y

0 1 n k
− −

=

       
+ = + + + =       

       
∑  

)  بنابراين  )
nnn k

k 0

n
3 1 2 2

k=

 
= + =  

 
∑  

  ( )
nnn

k 0

n
2 1 1

k=

 
= + =  

 
∑  
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)                                                                                                                  پس در حالت کلي  )
n

k k

k 0

n
1 a a

k
=

 
+ =  

 ∑    

 يک عدد طبيعي باشد مقدار عبارت nفرض کنيد که : تست
n i

i 0 j 0

i n
j i= =

  
  
  

∑ ∑  

۱( n 12 +  ۲ (n3  ۳ (n 12 1+ +  ۴ (n n4 3 2− +  
 .  صحیح است2گزینه 

  
n i n

i n

i 0 j 0 i 0

n i n
2 3

i j i= = =

     
= =     

     
∑ ∑ ∑  

  )۸۷ سراسري مهندسي کامپيوتر ـ(هاي زير نادرست است؟  کداميک از گزينه: تست
  .  يک رابطه متعدي، متعدي است(symmetric closure)بستار تقارني )۱
  .  يک رابطه متعدي، متعدي است(reflexive closure)بستار بازتابي ) ۲
  . بازتابي است  يک رابطه بازتابي،(symmetric closure)بستار تقارني ) ۳
  . رن، متقارن است يک رابطه متقا(transitive closure)بستار تعدي ) ۴
  .  صحيح است١گزينه  :حل
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  اصل شمول و عدم شمول 

  مقدمه
.  هستندi آن واجد ويژگي عضاي باشد که تمام اS زير مجموعه اي از iA داشته باشيم و S ويژگي درباره اشياء مجموعه Kفرض کنيد 

 ويژگي را داشته باشند يا تعداد اشيايي را حساب کنيم که هيچ Kاقل يکي از اين  را حساب کنيم که حدSخواهيم تعداد اشيايي از  مي
  . کنيم  ويژگي مذکور را دارا نباشند براي اين منظور از اصل شمول و عدم شمول استفاده ميKکدام از 

  . يمده  نشان ميA را با Aاي متناهي باشد، تعداد اعضاي   مجموعهAـ اگر 
2ـ اگر  1A ,A 1  :  دو مجموعه متناهي باشند آنگاه 2 1 2 1 2A A A A A A= + −   

1در واقع زماني که  2A A+2هاي  کنيم، اعضاي مجموعه  را محاسبه مي 1A ,Aدر نتيجه . کنيم شماريم و جمع مي  را جداگانه مي
2هايي که در عضو 1A ,A1شوند و هنگام محاسبه   در اشتراک هستند دو بار شمرده مي 2A Aف شمارش دوباره را حذ ن بايد اثر اي
  . شود عه ناميده ميورابطه بالا اصل شمول و عدم شمول براي دو دومجم .کنيم
k فرض کنيد :ه قضي 2 1P ,..., P ,Pهاي مشخص باشند و   ويژگيiAاي از   زيرمجموعهS باشد که اعضاي آن داراي ويژگي iP هستند 

  :  ندارند برابر است با  راkP تا 1Pهاي   که هيچ يک از ويژگيSدر اين صورت تعداد اعضايي از 

  ( )
K K

1 k i i j i j l 1 2 K
i l i j i j l

A ... A S A A A A A A ... 1 A A ... A
= < < <

= − + − + + −∑ ∑ ∑         

ü تعداد اعضايي از  :نكتهS1هاي   که حداقل داراي يکي از ويژگيP تا KP هستند برابر است با :   

  ( )
K k 1

1 2 k i i j i j l 1 2 K
i 1 i j i j l

A A ... A A A A A A A ... 1 A A ... A−

= < < <
= − + − + −∑ ∑ ∑          

  . پذير نباشند  بخش5 , 6 , 8ب کنيد که بر هيچ يک از اعداد  را حسا1000 و 1تعداد اعداد طبيعي بين  : مثال

2P را ویژگی بخش پذیر بودن یک عدد طبیعی بر 1P: حل ر  را بخش پذی3P و6پذیر بودن یک عدد طبیعی بر   را بخش5,
گیریم که داراي ویژگی   در نظر می1000 و 1 را مجموعه اعداد طبیعی بین iA. گیریم  در نظر می8بودن یک عدد طبیعی بر 

iP هستند واضح است که  : 

  1
1000A 200

5
 = =  

  

  2
1000A 166

6
 = =  

  

  3
1000A 125

8
 = =  
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1اعداد طبيعي متعلق به  2A A 1اعداد متعلق به . بخشپذيرند) 30يعني بر  (5 , 6 بر 3A A 2 و اعداد متعلق به 40 بر 3A A بر 
  :  بخش پذير باشند در نتيجه 24

  1 2
1000A A 33

30
 = =  

  

  1 3
1000A A 25

40
 = =  

  

  2 3
1000A A 41

24
 = =  

  

1بالاخره اعضاي  2 3A A A  1000 اعدادي ازN بنابراين.  بخشپذيرند120 هستند که بر:   

  1 2 3
1000A A A 8
120

 = =  
   

  :  بخشپذير نيستند برابر است با 5 , 6 , 8 که به هيچ يک از اعداد 1000 تا 1شمول، تعداد اعداد بين در نتيجه طبق اصل شمول ـ عدم 
  ( ) ( )1 2 3A A A 1000 200 166 125 33 25 41 8 600= − + + + + + − =   

}فرض کنيد   : تست }A  3 که بـر     A باشد، تعداد اعضاي     600 حاوي تمامي اعداد طبيعي بين يک تا         =600,...,1,2,3
  )۱۳۸۹مهندسي كامپيوتر ـ سراسري (پذير نيستند چند تاست؟    بخش7 يا 5ا ي

۱( 275 ۲ (270 ۳ (280  ۴ (405 

 .  صحیح است1گزینه : حل

  3 5 15
600N N 40
15∧

 = = =  
  AN 600=  

  3 7 21
600N N 28
21∧

 = = =  
  3

600N 200
3

 = =  
  

  5 7 35
600N N 17
35∧

 = = =  
  5

600N 120
5

 = =  
  

  3 5 7 105
600N N 5
105∧ ∧

 = = =  
  7

600N 85
7

 = =  
  

  ( ) ( ) ( )3 5 7N 600 200 120 85 40 28 17 5 275¬ ∨ ∨ = − + + + + + − =  
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  توابع 
fگوييم   مي:تعريف  :A B→ يک تابع است هرگاه :  

P                                                   ـ ١ A B⊆ ×  
)          ـ ٢ ) ( ) 1x, y f , x, y f y y∀ ∈ ∈ ⇒ =  

} را چنان بيابيد  که aمقدار : تست }f : 1, 2,3 → يک تابع باشد  .  

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2f : 1,a , 1,a 2a , 2,3 , 3,a−  

۱(a a يا =0 3=    ۲ (a aيا  =0 a يا =3 3= ±  
۳ (a 3=   هيچکدام ) ۴    ±
 .  صحیح است1گزینه  :حل

  a ) يا =3 )2 2a 2a a a 3a 0 a a 3 0 a 0− = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =   

f تابع :ـ تعريف تابع تام  :A B→ تام است هرگاه fD A=  

f تابع :ـ تعريف تابع جزئي  :A B→ناميم هرگاه فقط در تعريف تابع صدق کند  را تابع جزئي مي .  

ü خود يک تابع جزئي است تامتوان نتيجه گرفت هر تابع با توجه به دو تعريف بالا مي: نکته  .  
ü تعداد توابع تام : نکتهf از مجموعه n عضوي A به مجموعه m عضوي Bبرابر با  nmاست  .  

ü مجموعه تمام توابع تام از مجموعة  :نكتهA به مجموعه B را با ABدهيم واضح است که   نمايش ميAAB B=يعني همواره  

  . رسد ل مي تابع دوم به توان مجموعه اومجموعه

ü از مجموعه ) توابع جزيي(تعداد توابع  :نكتهn عضوي A به مجموعه m عضوي B برابر ( )nm 1+ .   

fهرگاه : تعريف :A B→ و g : A B→دو تابع باشند آنگاه :   

  f gx D D∀ ∈   

         ( ) ( ) ( )* *f g x f x g x
 

± = ±  
 

  

  f g f gD D D+ =   

  ( ){ }f gx D D \ x g x 0∀ ∈ =  

  ( )( ) ( )
( )

f x
f / g x

g x
=  

  ( ){ }f / g f gD D D \ x g x 0= =  
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ü هرگاه  :نكتهf :A B
g:B A

→
→

  :  دو تابع باشند آنگاه

  ( ) ( )( )gof x g f x=  

  ( ){ }gof f gD x D f x D= ∈ ∈  

ü ها يک عدد باشد  دارند که خروجي آنضابطه توابعي :نکته .  
ü نکته: fogتواند تعريف شود  براي هر تابعي مي .  
gـ هرگاه ١توجه  , f دو تابع از A به B باشند آنگاه f gباشد در حالي که   لزوماً تابع نميf gهمواره تابع است  .  
  .  استB به A يک تابع از φـ بنا بر قرارداد ٢توجه 

  

fهرگاه  : ـ تعريف تصوير معكوس تابع :A B→ آنگاه براي ( )1f D , D B− به ناميم و    ميf تحت D را تصوير معکوس ⊇

  : کنيم صورت زير تعريف مي

  ( ) ( ){ }1f D x A f x D− = ∈ ∈  

f هرگاه :ـ تعريف تصوير :A B→ يک تابع باشد و C A⊆ آنگاه تصوير C تحت f را با ( )f cدهيم  نمايش مي .  

  ( ) ( ){ }f c f x x c= ∈  

f هرگاه :تابع يک به يک ـ تعريف  :A B→ است كهباشد گوييم در صورتي يک به يک  يک تابع:  

  ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2x , x A f x f x x x∀ ∈ = ⇒ =  
yبه عبارت ديگر به ازاي هر  B∈ حداکثر يک x A∈ وجود داشته باشد به طوري که ( )y f x=باشد  .  

ü اگر  : نکتهf :A B→ تابع تام يک به يک باشد آنگاه A B≤  
f گوييم :ـ تعريف تابع پوشا  :A B→ پوشاست هرگاه ( )y B , x A y f x∀ ∈ ∃ ∈ =  

yبه ازاي هر  B∈يک  حداقل x از A وجود داشته باشد به طوري که ( )y f x=  
fاگر : توجه :A B→ آنگاه ( )f A= بديهي است که f :A B→ پوشاست اگر و تنها اگر   

  ( )B f A= يا fR B=  

ü هرگاه  : نکتهf :A B→ پوشا باشد آنگاه B A≤  

fگوييم تابع  :تعريف تابع دو سوييـ  :A B→ دو سويي است هرگاه f يک تابع تام، يک به يک و پوشا باشد در اين صورت گوييم 

B , A تناظر يک به يک دارند .A هم توان با Bاست .   
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ü هرگاه  : نکتهf :A B→ تناظر يک به يک داشته باشد آنگاه  يکA B=  
ü تعداد توابع تام پوشا از مجموعه  : نکتهm عضوي ( )m n B≤ برابر با ( )nm k−است  .  

ü تعداد توابع تام ناپوشا از مجموعه :  نکتهm عضوي ( )m n B≤ برابر با ( ) ( )
m k n

k 1

m
1 m k

k=

 
− − 

 
∑  

 B به   A عضوي باشد تعداد تمامي تابع هاي پوشا از          5 يک مجموعه    B عضوي و    ۸ يک مجموعه    Aفرض کنيد   : تست
  چند است؟ 

۱(65610  ۲ (2560  ۳ (126000  ۴ (340625  
 .  صحيح است٣گزينه  :حل 
پس  . است5 به 8 تعريف شده در نتيجه از B به A و از  است!n عضوي باشد برابر با nدانيم که تعداد توابع پوشايي که از يک مجموعه  مي

) يعني !5پس به عبارتي ديگر بايد به کليه اعداد .  بخش پذير باشد5 و 4 و 3  و2 بايد به )2 3 4 5× ×   . پذير باشد  بخش×
  .باشد  مي۳پذير است، گزينه   بخش!5اي كه بر  بنابراين تنها گزينه

ü تعداد توابع پوشا از مجموعه  : نکتهn عضوي به مجموعه m همواره بر  عضويm!پذير است  بخش .  
ü که از يک مجموعه ،هر تابع : نکته n n×به يک مجموعه  و باشد n n×و هم يک به يک  بايد هم، برود 

   .پوشا باشد
ü گاه هر : نکتهA B n= f آنگاه هر تابع تام = :A B→يک به يک است اگر و تنها اگر پوشا باشد  .  
  .  است!n برابر B عضوي n به مجموعه A عضوي nپوشا از مجموعة ) يک به يک(تعداد توابع تام : نتيجه 

  اصل لانه کبوتري 
n لانه قرار گيرند به طوري که m کبوتر بخواهند در nهرگاه  m>2حداقل ( لانه بيش از يک کبوتر وجود دارد  يک در آنگاه حداقل 
  ) کبوتر

  :اصل لانه کبوتر تعميم يافته

n لانه قرار گيرند آنگاه در حداقل يک لانه m کبوتر بخواهند در nهرگاه 
m

 
  

  . گيرد  کبوتر قرار مي

ü  هرگاه :نکته f :A B→ يک تابع تام باشد و A B=  يک به يک است اگر و تنها اگر f باشد در اين صورت ∞>
  . پوشا باشد

}تعداد تابع  : مثال } { }f : 1, 2,3, 4 a ,b ,c ,d→ پوشا باشد چقدر است؟   

  ( ) ( )4
4!4 4!

4 4 !
= =

−
  

  . وال را با استفاده از اصل لانه کبوتر اثبات نمودتوان اين س مي
ü از مجموعه ) يک به يک تام(ا پوشتعداد توابع  : نکتهn عضوي A به مجموعه n عضوي B برابر با n! 

  .است
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  پريش 
 nd و آن را با نماد »ار نگيردرام قiاي در خانه i است به طوري که هيچ عدد  n تا1هاي اعداد  تعداد جايگشت «شي n منظور از پريش 

  . دهند نمايش مي
  : کنيم  اين گونه عمل ميndوردن آ حال براي به دست

nهاي  کنيم، ابتدا مجموعه از اصل شمول و عدم شمول استفاده مي 1A ,...,Aکنيم را به صورت زير تعريف مي .  

1A : تا 1هاي اعداد  مجموعه تمام جايگشت n اول قرار گيرد در خانه 1 که عدد .  

2A : تا 1هاي اعداد  م جايگشتامجموعه تم n در خانه دوم قرار گيرد2 که عدد  .  

  
nA : تا 1هاي اعداد  مجموعه تمام جايگشت n در خانه nام قرار گيرد .  

برابر ) اش برود يعني جايگشتي که حداقل يکي از اعداد به خانه هم شماره(هاي نامطلوب   مجموعة تمام جايگشتتوان ديد که به راحتي مي

1 2 nA A ... A  است از طرفي ديگر داريم  :  
  1 2 nn! A A ... A= −   )تا 1هاي  جايگشتكل تعداد (ـ ) هاي نامطلوب تعداد جايگشت n (nd =  

) داريم iحال توجه کنيد که به ازاي هر  )iA n 1 != در .توان به دلخواه جابجا کرد  ، زيرا يک عنصر ثابت است و ديگر عنصرها را مي−
  : ضمن به عنوان مثال داريم

  ( )1 2 3A A A n 3 != −   
) تايي برابر Kدر واقع تعداد عناصر هر اشتراک  )n K )گيريم و   عنصر را ثابت در نظر ميK است چون −! )n K− عنصر ديگر را به 

  : کنيم، خواهيم داشت دلخواه جابجا مي

  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n 1 2 1 2 n 1 n

n
1 2 n

n
n

1

n n
1

2 n

d n! A A ... A A ... A A

... 1 A A ... A n! n 1 ! ... n 1 !

n 2 ! ... n 2 ! ... n n !

−

 
= 

 

   
=   

   

= − + + + + + +

 
 
 

+ − = − − + + − + 
 
  
 

 
 
 

− + + − − + − 
 
  
 

 

   

 

  

  ( ) ( ) ( ) ( )nn n n n
n! n 1 ! n 2 ! n 3 ! ... 1 0!

1 2 3 n
       

= − − + − − − + + −       
       
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)دانيم  از طرفي مي )
n n!n r !
r r!

 
− = 

 
  :  در نتيجه 

  ( ) ( )n
n

n
1n! n! n! 1 1 1d n! ... 1 n! 1 ...

1! 2! n! 1! 2! 3! n!

 − = − + − + − = − + − + +
 
 

  

   بيتي را به دست آوريد؟ 5پريش  : مثال

  5
1 1 1 1 1 5! 5! 5! 5!d 5! 1 5! 5!
1! 2! 3! 4! 5! 2! 3! 4! 5!

 = − + − + − = − + − + − 
 

  

  60 20 5 1 44= − + − = 
ü نكته:  

  1 2 nA A ... A=    هاي حداقل يکي از عناصر با انديس خود انطباق دارد تعداد جايگشت  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n 1n n n n
n 1 ! n 2 ! ... n 3 ! ... 1 n n !

1 2 3 n
−       

= − − − + + − + + − −       
       

  

  ( ) ( )
n k 1

k 1

n
1 n k !

k
−

=

 
= − − 

 
   تعداد جايگشت هاي کل∑

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n nk 1 K

k 1 k 1

n n n
n! 1 n k ! 1 n! 1 n k

k 0 k
−

= =

     
− − − = − + − −     

     
∑    حالت خواسته∑

  ( ) ( )
n k

n
k 0

n
d 1 n k !

k=

 
= − − 

 
∑  

  : چند ياد آوري 

  
n

x

n 0

xe
n!

∞

=
= ∑  

  ( )n
1

n 0

1
e

n!

∞
−

=

−
= ∑  

  ( ) ( ) ( )
n k

n
k 0

n!d 1 n k !
k! n k !=

= − −
−∑  

  ( ) ( )k kn n
n

k 0 k 2

1 1
d n! n!

k! k!= =

− −
= =∑ ∑  

  1
n

n
d n!e−

→∞
=  

42 Section 1 www.Toghraee.ir



 ساختمان گسسته

 

٤٠  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

ü احتمال اين که  : نکتهn عنصر با nجايگاه ، هيچ عنصري در جايگاه خودش قرار نگيرد  .  

  ( )kn
n

k 0

1d
n! k!=

−
= ∑  

ü نهايت باشد  ها به سمت بي جايگاهها و  اگر تعداد مهره : نکته .  

  1
n

dnlim e
n!

−

→∞
=  

}تعداد توابع تام يک به يک  : مثال } { }1,2,3,4,5 a,b,c,d,e→ که ( )f 1 a≠ ، ( )f 2 b≠ ، ( )f 3 c≠ و 

{ } { }f 1, 2,3 a,b,c= و { } { }1f d,e 4,5−    چقدر است؟ =

  ( )K3

K 2

1
3! 2

K!=

−
=∑  

( )2,2 2! 2= =  
2 2 4× =  
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  اعداد استرلينگ 
هيچ ميزي خالي ( ميز طوري قرار دارد که در پشت هر نفر حداقل يک نفر قرار گيرد m حول بتوانرا  فرد متمايز nتي که تعداد حالا

  . دهند  نمايش مي(first type stirling)را با استرلينگ نوع اول  )نباشد
  ( )first type stirling ft s n,m= −  

)  ه شود ک به وضوح ديده مي ) ( )n 1 !:ft s n,1− −  
)  . ترتيب در اين جا مهم نيست )Ft S n,n 1− =  

  ( )Ft S n,m 0 m n− = >  

  ( ) ( ) ( ) ( )
n 1 n 1

k 1 k 1

n1 1Ft S n,2 n 1 ! k 1 ! n k 1 !
kk 2

− −

= =

 
− = − = − − − 

 
∑ ∑  

  
( ) ( ) ( )

n 1

k 1

1 n! k 1 ! n k 1 !
2 k! n k !

−

=
= × − − −

−∑  

  
( ) ( )( ) ( ) ( )

n 1

k 1

1 n! k 1 ! n k 1 !
2 k k 1 ! n k n k 1 !

−

=
= × − − −

− − − −∑  

  
( )

n 1

k 1

1 1n
2 k n k

−

=
=

−∑=  

  ( )
n 1 n 1 n 1

n 1 k 1 k 1

1 n! 1 1 1 1 1n 1 !
2 n k n k 2 k n k

− − −

= = =

    = + = − +       − −    
∑ ∑ ∑  

  ( ) ( )
n 1 n 1

k 1 k 1

1 1 1n 1 ! 2 n 1 !
2 k k

− −

= =
= − × ⇒ −∑ ∑  

  : توجه کنيد که 

  ( )
n

m 1
Ft S n,m n!

=
− =∑  

  ( ) ( )
n

m 1
A n Ft S n,m

=
= −∑  

  ( ) ( )
n 1

m 1
A n 1 Ft S n ,m

−

=
− = −∑  

  ( )A 1 1=  
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A n A n 1 n 1 A n 1 nA n 1= − + − − = −  
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  ( )A n n!=  

ü نکته:  
nn 1n! 2 n 1

e n
    = π + θ       

  

)اگر  : تست )s r, n    هاي توزيع      نمايش دهنده تعداد راهr     شي متمايز در n            جعبه نامتمايز باشد بـه طـوري کـه هـيچ 
  اي خالي نباشد کدام رابطه صحيح است؟  جعبه
۱(( ) ( ) ( )s r, n s r 1,n ns r 1,n 1= − + − −  ۲ (( ) ( ) ( )s r, n s r 1,n 1 ns r 1,n= − − + −  
۳ (( ) ( ) ( )s r, n s r 1,n 1 rs r 1,n= − − + −  ۴ (( ) ( ) ( )s r, n s r 1,n rs r 1,n 1= − + − −  
 .  صحیح است2گزینه : حل

  اعداد استرلينگ نوع دوم 

)به ازاي  ) ( )
n k m

k 0

n
1 n k , m n

n k=

 
− − ≥ − 

که صرفه نظر  (  ظرف شماره گذاري شدهnي متمايز بين  شm طريق براي توزيع ∑

ها را برداريم، که در نتيجه در ظاهر  هاي ظرف  شمارهاگر. به طوري که هيچ ظرفي خالي نماند وجود دارد) شوند  يکسان تلقي ميهاز شمار
از اين رو، .  توزيع مشابه بين ظروف شماره دار است!n متناظر )ناتهي( ظرف يکسان nيابيم که هر توزيع بين اين  نيز يکسان باشند در مي

  : ماند برابر است با  ظرف يکسان، به طوري که هيچ ظرفي خالي نnي متمايز بين  شmتعداد طرق ممکن براي توزيع 

  ( ) ( )
n k m

k 0

n1 1 n k
n kn! =

 
− − − 

∑  

)اين عدد را با  )S m,nنامند دهيم و آن را يک عدد استرلينگ نوع دوم مي  نشان مي .  
Aاگر  m n , n B= ≥ ) آنگاه = )S m,n،  n! تابع پوشا از A روي Bوجود دارد  .  
  . به دست آوردنيز توان با کمک جدول زير  د استرلينگ را مياعدا

  
nهرگاه  ) باشد مقدار =1 )S m,1   .  خواهد بود=1
nهرگاه  m= باشد در آن صورت ( )S m,n   .  خواهد بود=1

  .  پيروي کنيدبالاول نيز کافي است روال جدول اعداد جدبراي به دست آوردن بقيه 
  : به عنوان مثال

  ( ) ( ) ( ) ( )S 7 1,3 966 63 3 301 S 7,2 3S 7,3+ = = + = +  
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